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Algorithmus (allgemein)

• Bezieht sich auf einen Akteur, der bestimmte
Elementaraktionen auf einer Menge möglicher Objekte
ausführen kann

• Ist eine Handlungsvorschrift für diesen Akteur, für gegebene
Eingabeobjekte eine eindeutig bestimmte Folge von
Elementaraktionen auszuführen

• Beispiel
I IKEA-Bauanleitung
I Kochrezept

2 AA-19930-13

3

4 AA-19930-13
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Algorithmus (hier)

• Akteur = Rechner, Objekte = Daten
I Arbeitet taktweise
I Liest Eingabedaten und speichert sie ab
I Führt auf abgespeicherten Daten Operationen aus einer

vorgegebenen Menge von Elementaroperationen aus (inklusive
einer STOPP-Operation)

I Kann abgespeicherte Daten ausgeben

• Algorithmus
I Algorithmus A ist Berechnungsvorschrift an den Rechner
I Kann verschiedenen dargestellt werden: Text, Pseudo-Code,

Programm, ...
I Für gegebene Eingabedaten x wird eine eindeutig bestimmte Folge

von Rechenschritten (jeweils eine Elementaroperation) ausgeführt
I Folge heißt Berechnung von A auf x
I Berechnungen können endlich oder unendlich sein

• Ziel des Entwurfs von Algorithmen ist das Lösen von
Berechnungsproblemen
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Datenstruktur

Eine Datenstruktur ist eine Art und Weise, Daten abzulegen und
zu organisieren so dass Zugriff und Modifikationen ermöglicht
werden.

• Darstellung der Eingaben, Hilfsdaten, Ergebnisse

• Darstellung beinflusst Effizienz erheblich
I Telefonbuch nach Namen sortiert
I Telefonbuch nach Telefonnummern sortiert

• Keine Datenstruktur ist gut für alle Zwecke
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Berechnungsprobleme

Ein Berechnungsproblem Π ⊆ X × Y ist eine Relation zwischen
einer Menge X gültiger Eingabedaten und einer Menge Y gültiger
Ausgabedaten. (x , y) ∈ Π bedeutet: y is Lösung zur Eingabe x
bzgl. Π.

Beispiel: Sortierproblem ΠS

• Eingabe: Folge von n Elementen 〈a1, a2, . . . , an〉 aus einer
geordneten Menge M

• Ausgabe: Permutation (Umordnung) 〈aπ(1), aπ(2), . . . , aπ(n)〉
der Elemente so dass aπ(1) ≤ aπ(2) ≤ · · · ≤ aπ(n), π ∈ Sn

• Beispieleingabe 〈31, 41, 59, 26, 41, 58〉; genannt Instanz des
Sortierproblems

• Beispielausgabe 〈26, 31, 41, 41, 58, 59〉
• (〈31, 41, 59, 26, 41, 58〉, 〈26, 31, 41, 41, 58, 59〉) ∈ ΠS
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Lösen von Berechnungsproblemen durch Algorithmen

Ein Algorithmus A löst ein gegebenes Berechnungsproblem
Π ⊆ X × Y , falls

• A bezieht sich auf eine Vorschrift, wie Eingaben x ∈ X im
Rechner abgespeichert werden

• A bezieht sich auf eine Vorschrift, wie Ausgaben y ∈ Y durch
den Rechner ausgegeben werden

• Auf jeder Eingabe x ∈ X stoppt der Algorithmus nach endlich
vielen Takten und produziert dabei eine Ausgabe y = A(x) ∈ Y ,
für die gilt (x , y) ∈ Π

Wir sagen dann, dass A korrekt ist.
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Algorithmen überall

• Menschliche DNA sequenzieren und analysieren

• Internet-Pakete vom Absender zum Empfänger senden

• Das World Wide Web durchsuchen

• Knappe Ressourcen gut einsetzen

• Datensicherheit garantieren

• ...

Human Genome Project The Opte Project
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Charakteristiken algorithmischer Probleme

1. Viele mögliche Kandidaten für Algorithmen
I Aber diese lösen oftmals das Problem nicht
I Korrekte Algorithmen manchmal schwer zu finden
I Korrekte Lösungen sind unterschiedlich gut
I Welcher Algorithmus ist der “beste”?

2. Praktische Anwendungen
I Berechnungsprobleme sind oft Abstraktionen oder

Verallgemeinerungen von praktischen Problemen

Beispiel: Kürzeste-Wege-Problem

• Eingabe: Graph G , Quellknoten s, Zielknoten t

• Ausgabe: Kürzester Pfad von s nach t

• Navigationsystem: Knoten = Orte, Kanten = Straßen

• Routing im Internet: Knoten = Rechner, Kanten = physische
Kommunikationskanäle
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Kosten von Berechnungen

Gegeben ein Algorithmus A, der sich auf Eingaben x ∈ X bezieht.

• Zeitbedarf timeA(x) der Berechnung von A auf x ist gleich
Summe der Zeitkosten der Rechenschritte der Berechnung von
A auf x

• Zuordnung der Zeitkosten zu den Rechenschritten ist
modellierungsabhängig, häufiger Ansatz: ein Rechenschritt
kostet eine Zeiteinheit

• Speicherplatzbedarf spaceA(x) ist gleich der Anzahl der
während der Berechnung von A auf x benutzten Speicherplätze

Wann ist ein Algorithmus effizient?

• Kosten sind eingabeabhängig...

• Idee: Analyse des Verhaltens von Algorithmen in Abhängigkeit
der Größe der Eingaben
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Eingaben und Eingabelängen

Eingaben x ∈ X wird in der Regel eine Eingabelänge |x | ∈ N
zugeordnet. Man erhält Partition

X =
⋃
n∈N

Xn,

wobei Xn = { x ∈ X | |x | = n }.

Beispiele

• Eingaben x ∈ N
I |x | = blog2(x)c+ 1 = Bitlänge

• Eingabe m × n Matrizen M über {0, 1}
I |M| = m · n = Anzahl der Elemente

• Eingabe ungerichtete Graphen G = (V ,E )
I |G | = |V | = Anzahl Knoten,
I |G | = |E | = Anzahl Kanten oder
I |G | = |V |+ |E |

je nach Anwendungszusammenhang
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Kostenverhalten von Algorithmen

Die Kosten eines Algorithmus hängen oft nicht nur von der Größe
der Eingabe ab, sondern auch von Ihrem Wert. Wie können wir das
Laufzeitverhalten eines Algorithmus A beschreiben?

• Worst Case-Laufzeit timeA : N −→ N,

timeA(n) = max { timeA(x) | x ∈ Xn }

• Best Case-Laufzeit timeA : N −→ N,

timeA(n) = min { timeA(x) | x ∈ Xn }

• Average Case-Laufzeit timeA : N −→ N,

timeA(n) = Ex∈PnXn [ timeA(x) ]

für eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Pn über Eingaben Xn

(z.B. Gleichverteilung)
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Algorithmen als Technologie

Zwei Algorithmen für das Sortierproblem

• Eingabegröße sei Anzahl n der zu sortierenden Elemente

• Insertion Sort, time(n) ≈ c1n
2 Instruktionen

• Merge Sort, time(n) ≈ c2n lg n Instruktionen

• Schneller Computer A, 10 Mrd. Instruktionen/s, Insertion Sort
von sehr gutem Programmierer (c1 = 2)

• Langsamer Computer B, 10 M Instruktionen/s, Merge Sort von
durchschnittlichem Programmierer (c2 = 50)

• Welcher Rechner sortiert 10M Elemente schneller?
I A: 2(107)2 Instruktionen

1010 Instruktionen/s = 20 000 s > 5.5 h

I B: 50·107 lg 107 Instruktionen
107 Instruktionen/s ≈ 1 163 s < 20 min

Algorithmen können die Kosten des Problemlösens dramatisch
beeinflussen. Wir sehen sie – ebenso wie auch Hardware – als
eine wichtige Technologie an.
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Entwurf und Analyse von Algorithmen

Algorithmen entwerfen und analysieren heißt

• Entwurf eines Algorithmus A für ein vorgegebenes
Berechnungsproblem Π ⊆ X × Y , X =

⋃
n∈N Xn,

Xn = { x ∈ X | |x | = n }
• Korrektheitsbeweis: Zeige, dass A auf allen Eingaben x ∈ X

hält, und dass A(x) Lösung zu x bzgl. Π

• Laufzeitanalyse: Bestimme die “Wachstumsordnung” von
timeA(n) und ggf. spaceA(n)
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Inhalt dieser Vorlesung

• Algorithmen für wichtige Probleme (z.B. Sortieren)

• Grundlegende Datenstrukturen (z.B. Heaps)

• Techniken zum Problemlösen und Algorithmenentwurf (z.B.
Teile-und-Herrsche)

• Analyse der Eigenschaften von Algorithmen
(v.a. Laufzeitverhalten)

• Korrektheitsbeweise

Ziel: Probleme selbst lösen, Lösungen beurteilen.
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Sortieren durch Einfügen (Idee)

Wie beim Kartenspielen

1. Nimm die erste Karte auf

2. Füge jede weitere Karte von rechts so in die bereits
aufgenommenen Karten ein, dass die Kartenfolge auf der Hand
immer sortiert ist

Merke: Karten müssen im zweiten Schritt verschoben werden,
damit sie sich nicht verdecken.2.1 Insertion sort 17
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Figure 2.1 Sorting a hand of cards using insertion sort.

reading our algorithms. What separates pseudocode from “real” code is that in
pseudocode, we employ whatever expressive method is most clear and concise to
specify a given algorithm. Sometimes, the clearest method is English, so do not
be surprised if you come across an English phrase or sentence embedded within
a section of “real” code. Another difference between pseudocode and real code
is that pseudocode is not typically concerned with issues of software engineering.
Issues of data abstraction, modularity, and error handling are often ignored in order
to convey the essence of the algorithm more concisely.

We start with insertion sort, which is an efficient algorithm for sorting a small
number of elements. Insertion sort works the way many people sort a hand of
playing cards. We start with an empty left hand and the cards face down on the
table. We then remove one card at a time from the table and insert it into the
correct position in the left hand. To find the correct position for a card, we compare
it with each of the cards already in the hand, from right to left, as illustrated in
Figure 2.1. At all times, the cards held in the left hand are sorted, and these cards
were originally the top cards of the pile on the table.

We present our pseudocode for insertion sort as a procedure called INSERTION-
SORT, which takes as a parameter an array AŒ1 : : n� containing a sequence of
length n that is to be sorted. (In the code, the number n of elements in A is denoted
by A: length.) The algorithm sorts the input numbers in place: it rearranges the
numbers within the array A, with at most a constant number of them stored outside
the array at any time. The input array A contains the sorted output sequence when
the INSERTION-SORT procedure is finished.
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Pseudo-Code

Mit Pseudo-Code können wir Algorithmen kompakt angeben.

• // kodiert einen Kommentar

• ← kodiert eine Zuweisung

• [·] ist ein Array-Zugriff

• Datenstrukturen haben Eigenschaften/Attribute; über
”
Punkt“

abgerufen (z.B. A.length)

• Wir verwenden Kontrollstrukturen wie if-else, while, for, . . .

• Einrückungen entsprechen Blöcken/Rümpfen

• Zähler aus for-Schleifen behalten ihren Wert nach Beenden der
Schleife verwendbar (erster Wert außerhalb der
Schleifengrenzen)

Beispiel

1: for i ← 1 to 10 // Wird 11x ausgeführt
2: A[i ]← 0 // Wird 10x ausgeführt

3: print(i) // Ausgabe: 11
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Insertion Sort (Pseudo-Code)

Insertion-Sort(A)

1: for j ← 2 to A.length
2: key ← A[j ]
3: // Insert A[j ] into the sorted sequence A[1 . . j − 1]
4: i ← j − 1
5: while i > 0 and A[i ] > key
6: A[i + 1]← A[i ]
7: i ← i − 1

8: A[i + 1]← key

• Löst das Sortierproblem ΠS auf a1, · · · , an ∈ (M,≤)

• Eingabe: A.length = n, A[i ] = ai , i = 1, . . . , n

• Ausgabe A[i ] = aπ(i), i = 1, . . . , n, mit aπ(1) ≤ · · · ≤ aπ(n).
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Beispiel: 〈5, 2, 4, 6, 1, 3〉18 Chapter 2 Getting Started

1 2 3 4 5 6

5 2 4 6 1 3(a)
1 2 3 4 5 6

2 5 4 6 1 3(b)
1 2 3 4 5 6

2 4 5 6 1 3(c)

1 2 3 4 5 6

2 4 5 6 1 3(d)
1 2 3 4 5 6

2 4 5 61 3(e)
1 2 3 4 5 6

2 4 5 61 3(f)

Figure 2.2 The operation of INSERTION-SORT on the array A D h5; 2; 4; 6; 1; 3i. Array indices
appear above the rectangles, and values stored in the array positions appear within the rectangles.
(a)–(e) The iterations of the for loop of lines 1–8. In each iteration, the black rectangle holds the
key taken from AŒj �, which is compared with the values in shaded rectangles to its left in the test of
line 5. Shaded arrows show array values moved one position to the right in line 6, and black arrows
indicate where the key moves to in line 8. (f) The final sorted array.

INSERTION-SORT.A/

1 for j D 2 to A: length
2 key D AŒj �

3 // Insert AŒj � into the sorted sequence AŒ1 : : j � 1�.
4 i D j � 1

5 while i > 0 and AŒi� > key
6 AŒi C 1� D AŒi�

7 i D i � 1

8 AŒi C 1� D key

Loop invariants and the correctness of insertion sort

Figure 2.2 shows how this algorithm works for A D h5; 2; 4; 6; 1; 3i. The in-
dex j indicates the “current card” being inserted into the hand. At the beginning
of each iteration of the for loop, which is indexed by j , the subarray consisting
of elements AŒ1 : : j � 1� constitutes the currently sorted hand, and the remaining
subarray AŒj C 1 : : n� corresponds to the pile of cards still on the table. In fact,
elements AŒ1 : : j � 1� are the elements originally in positions 1 through j � 1, but
now in sorted order. We state these properties of AŒ1 : : j � 1� formally as a loop
invariant:

At the start of each iteration of the for loop of lines 1–8, the subarray
AŒ1 : : j �1� consists of the elements originally in AŒ1 : : j �1�, but in sorted
order.

We use loop invariants to help us understand why an algorithm is correct. We
must show three things about a loop invariant:
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now in sorted order. We state these properties of AŒ1 : : j � 1� formally as a loop
invariant:

At the start of each iteration of the for loop of lines 1–8, the subarray
AŒ1 : : j �1� consists of the elements originally in AŒ1 : : j �1�, but in sorted
order.

We use loop invariants to help us understand why an algorithm is correct. We
must show three things about a loop invariant:
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Korrektheitsbeweis (1)

Wie kann man zeigen, dass Insertion-Sort das Sortierproblem
löst?

Beobachtung

Am Beginn jeder Iteration der äußeren Schleife (Z. 1–8)
gilt: Das Teilfeld A[1 . . j − 1] enthält die Elemente, die
ursprünglich in A[1 . . j − 1] standen, aber in sortierter
Reihenfolge.

So eine Aussage nennt man Schleifeninvariante. Zu zeigen:

1. Induktionsanfang: Gilt vor der ersten Iteration der Schleife

2. Induktionsschritt: Wenn Schleifeninvariante vor einer Iteration
gilt, dann auch vor der nächsten Iteration

3. Terminierung: Nützlich nach Ablauf der Schleife
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Korrektheitsbeweis (2)

Am Beginn jeder Iteration der äußeren Schleife (Z. 1–8) gilt: (i)
Das Teilfeld A[1 . . j − 1] enthält die Elemente, die ursprünglich in
A[1 . . j − 1] standen, aber (ii) in sortierter Reihenfolge.

Induktionsanfang

• Zu Beginn der Schleife ist j = 2 und A[1 . . j − 1] = A[1],
welches (i) noch den ursprünglichen Wert trägt und (ii)
trivialerweise sortiert ist
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Korrektheitsbeweis (3)

Am Beginn jeder Iteration der äußeren Schleife (Z. 1–8) gilt: (i)
Das Teilfeld A[1 . . j − 1] enthält die Elemente, die ursprünglich in
A[1 . . j − 1] standen, aber (ii) in sortierter Reihenfolge.

Induktionsschritt (informal)

• Induktionsannahme: Schleifeninvariante gilt für 2 ≤ j ≤ n

• Zu zeigen: Teilfeld A[1 . . j ] erfüllt Schleifeninvariante nach
Ausführung des Schleifenkörpers (aber vor Erhöhung von j)

(i) A[j ] trägt seinen ursprünglichen Wert. Z. 4–7 verschieben
Elemente A[j − 1], A[j − 2], usw. eine Position nach rechts, bis die
richtige Position für A[j ] gefunden ist; dort wird A[j ] dann
eingefügt. A[1 . . j ] wird umgeordnet, behält aber seine Elemente

(ii) Sei sj die Einfügeposition von A[j ]. Elemente A[1 . . sj − 1] werden
nicht verändert; sie bleiben sortiert und sind kleiner als A[j ].
Elemente A[sj . . j − 1] werden nach rechts verschoben; sie behalten
ihre sortierte Reihenfolge und sind allesamt größer als A[j ]. Somit
ist A[1 . . j ] sortiert
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Korrektheitsbeweis (4)

Am Beginn jeder Iteration der äußeren Schleife (Z. 1–8) gilt: (i)
Das Teilfeld A[1 . . j − 1] enthält die Elemente, die ursprünglich in
A[1 . . j − 1] standen, aber (ii) in sortierter Reihenfolge.

Terminierung

• Schleife terminiert mit j = n + 1

• Somit enthält A[1 . . j − 1] = A[1 . . n] die Elemente, die
ursprünglich in A[1 . . n] standen, aber in sortierter Reihenfolge

• A[1 . . n] ist das gesamte Array

Somit haben wir bewiesen:

Theorem

Insertion-Sort löst das Sortierproblem.
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Kostenanalyse (1)

Einfaches Modell: Wir weisen jedem Schritt Kosten zu und zählen
die Ausführungshäufigkeit. Sei tj die Anzahl der Ausführung des
Schleifentests in Z. 5 für ein gegebenes j .

Insertion-Sort(A) Kosten Anzahl

1: for j ← 2 to A.length c1 n
2: key ← A[j ] c2 n − 1
3: // Insert A[j ] into the sorted

// sequence A[1 . . j − 1] 0 n − 1
4: i ← j − 1 c4 n − 1

5: while i > 0 and A[i ] > key c5
∑n

j=2 tj

6: A[i + 1]← A[i ] c6
∑n

j=2(tj − 1)

7: i ← i − 1 c7
∑n

j=2(tj − 1)

8: A[i + 1]← key c8 n − 1
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Kostenanalyse (2)

Die Gesamtlaufzeit (Kosten · Anzahl) beträgt somit

T (n) = c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1)

+c5

n∑
j=2

tj

+(c6 + c7)
n∑

j=2

(tj − 1)

+c8(n − 1).

• Was sagt uns diese Formel?

• Was machen wir mit tj?
I Ist eingabeabhängig
I Entspricht 1 + Anzahl der nach rechts verschobenen Elemente
I Wir bestimmen: Best Case-Laufzeit und Worst Case-Laufzeit
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Kostenanalyse: Best Case

Den Best Case erhalten wir, wenn die Eingabefolge bereits sortiert
ist. Dann ist tj = 1 für 2 ≤ j ≤ n. Aus

T (n) = c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1) + c5

n∑
j=2

tj

+(c6 + c7)
n∑

j=2

(tj − 1) + c8(n − 1)

wird dann

T (n) = c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1) + c5(n − 1) + c8(n − 1)

= (c1 + c2 + c4 + c5 + c8)n − (c2 + c4 + c5 + c8).

Wir erhalten eine Funktion der Form T (n) = an + b.
⇒ T (n) ist linear in n.
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Kostenanalyse: Worst Case (1)

Den Worst Case erhalten wir, wenn die Eingabefolge umgekehrt
sortiert ist. Dann ist tj = j für 2 ≤ j ≤ n. Mit

∑n
j=1 j = n(n+ 1)/2:

T (n) = c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1) + c5

n∑
j=2

tj

+(c6 + c7)
n∑

j=2

(tj − 1) + c8(n − 1)

= c1n + c2(n − 1) + c4(n − 1) + c5

(
n(n + 1)

2
− 1

)
+(c6 + c7)

n(n − 1)

2
+ c8(n − 1)

=
c5 + c6 + c7

2
n2 + (c1 + c2 + c4 +

c5 − c6 − c7

2
+ c8)n

−(c2 + c4 + c5 + c8).

Wir erhalten eine Funktion der Form T (n) = an2 + bn + c.
⇒ T (n) ist quadratisch in n.
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Kostenanalyse: Worst Case (2)

Wir können jetzt verschiedene Kosten für die einzelnen
Operationen ansetzen.

T (n) =
c5 + c6 + c7

2
n2 + (c1 + c2 + c4 +

c5 − c6 − c7

2
+ c8)n − (c2 + c4 + c5 + c8).

• Anzahl der Rechenschritte (c1 = c2 = · · · = c8 = 1)

T (n) =
3

2
n2 +

7

2
n − 4

• Anzahl der Elementvergleiche (c5 = 1, Rest 0)

T (n) =
n(n + 1)

2
− 1
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Worst Case-Laufzeitanalyse

Wir konzentrieren uns oft auf die Analyse der Worst Case-Laufzeit.

Gründe

• Garantierte obere Laufzeitschranke für jede Eingabe

• Tritt für einige Algorithmen oft auf (z.B. oft: bei Suche nach
Element, welches nicht vorhanden ist)

• Meist einfacher zu bestimmen als Average Case-Laufzeit

• Average Case ist häufig ähnlich
”
schlecht“ wie Worst Case; z.B.

I Insertion-Sort mit zufällig geordneter Eingabe
I Im Schnitt ist A[j ] kleiner als die Hälfte der Elemente in

A[1 . . j − 1] (und größer als die andere Hälfte)
I D.h. tj ≈ j/2
I T (n) ist immer noch quadratisch
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Wachstumsordnung

• Analyse und Bewertung wird durch genaue Berechnung der
Anzahl der Schritte erschwert

• Da wir nicht an den Details einer Funktion an2 + bn + c für
Konstanten a, b, c interessiert sind, wollen wir die Konstanten
ignorieren

• Da des weiteren n2 schneller wächst als n oder jede Konstante,
vernachlässigen wir auch die kleineren Terme

• Wir sind also nur an der Wachstumsordnung (oder
Wachstumsrate) n2 interessiert. Hierfür führen wir die Notation
Θ(n2) (zunächst informell) ein

• Wir sagen also beispielsweise für Insertion-Sort, daß er eine
Worst Case-Laufzeitkomplexität von Θ(n2) hat (sprich:

”
Theta

n Quadrat“)

• In dieser Notation sehen wir schnell, daß ein Algorithmus mit
Laufzeitkomplexität Θ(n3)

”
schlechter“ ist als einer mit Θ(n2)
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Teile und Herrsche

• Algorithmen zu entwerfen ist eine Kunst

• Es gibt nur wenige Verfahren

• Ein Verfahren ist Teile und Herrsche (engl. divide and
conquer, lat. divide et impera)

• Probleme werden solange rekursive in kleiner/einfachere
Teilprobleme zerlegt, bis sie klein genug sind, um sie direkt zu
lösen (

”
beherrschen“)

1. Teile: Zerlege ursprüngliches Problem in Teilprobleme
2. Herrsche: Löse die Teilprobleme rekursiv
3. Kombiniere: Füge die Teillösungen zusammen

• Warum?
I Schwierige Probleme lösen
I Kann helfen, effiziente Algorithmen zu finden
I Teilprobleme können parallel abgearbeitet werden

(von uns nicht betrachtet)
I Bessere Ausnutzung der Speicherhierarchie (Lokalitätsprinzip)
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Sortieren durch Mischen

Das Teile-und-Herrsche-Prinzip lässt sich auf das Sortierproblem
anwenden. Eine Möglichkeit ist das Sortieren durch Mischen
(merge sort):

1. Teile: Zerlege Folge der Länge n in zwei Teilfolgen der Länge
n/2

2. Herrsche: Sortiere Teilfolgen rekursiv

3. Kombiniere: Füge sortierte Teilfolgen durch Mischen (merge)
zu einer sortierten Folge zusammen

Beachte: Teilfolgen der Länge 0 oder 1 sind schon sortiert.
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Sortieren durch Mischen (Pseudo-Code)

Merge-Sort(A, p, r) // Sortiert A[p . . r ]
1: if p < r
2: q ← b(p + r)/2c
3: Merge-Sort(A, p, q)
4: Merge-Sort(A, q + 1, r)
5: Merge(A, p, q, r)

• Aufruf Merge-Sort(A, 1, n)

• Merge(A, p, q, r) mischt die Teilfolgen A[p . . q] und
A[q + 1 . . r ]
I Aufwand Θ(n) mit n = r − p + 1
I Kernidee: Wähle in jedem Schritt das jeweils kleinere Element der

Teilfolgen als nächstes Element der zu konstruierenden
Gesamtfolge
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Beispiel: 〈5, 2, 4, 7, 1, 3, 2, 6〉2.3 Designing algorithms 35

5 2 4 7 1 3 2 6

2 5 4 7 1 3 2 6

2 4 5 7 1 2 3 6

1 2 2 3 4 5 6 7

merge

merge

merge

sorted sequence

initial sequence

mergemergemergemerge

Figure 2.4 The operation of merge sort on the array A D h5; 2; 4; 7; 1; 3; 2; 6i. The lengths of the
sorted sequences being merged increase as the algorithm progresses from bottom to top.

A recurrence for the running time of a divide-and-conquer algorithm falls out
from the three steps of the basic paradigm. As before, we let T .n/ be the running
time on a problem of size n. If the problem size is small enough, say n � c

for some constant c, the straightforward solution takes constant time, which we
write as ‚.1/. Suppose that our division of the problem yields a subproblems,
each of which is 1=b the size of the original. (For merge sort, both a and b are 2,
but we shall see many divide-and-conquer algorithms in which a ¤ b.) It takes
time T .n=b/ to solve one subproblem of size n=b, and so it takes time aT .n=b/

to solve a of them. If we take D.n/ time to divide the problem into subproblems
and C.n/ time to combine the solutions to the subproblems into the solution to the
original problem, we get the recurrence

T .n/ D
(

‚.1/ if n � c ;

aT .n=b/CD.n/C C.n/ otherwise :

In Chapter 4, we shall see how to solve common recurrences of this form.

Analysis of merge sort

Although the pseudocode for MERGE-SORT works correctly when the number of
elements is not even, our recurrence-based analysis is simplified if we assume that
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Analyse von Teile-und-Herrsche-Algorithmen

• Sind oft rekursiv
• Laufzeit daher am besten durch

”
rekursive“ Gleichungen

beschrieben; genannt rekurrente Gleichungen oder
Rekurrenzen beschreiben

Aufstellen der Rekurrenz

• Gesamtaufwand T (n) für Problemgröße n

• Für kleine Probleme (n < c für eine Konstante c) ist Aufwand
konstant; notiert Θ(1)

• Sonst Aufteilung des Problems in a Teilprobleme der Größe n/b
I Aufwand D(n) für das Aufteilen
I Aufwand aT (n/b) für das Lösen der Teilprobleme
I Aufwand C (n) für das Kombinieren

• Somit erhalten wir

T (n) =

{
Θ(1) wenn n ≤ c

aT (n/b) + D(n) + C (n) wenn n > c
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Analyse von Merge Sort (1)

• Annahme: n ist Zweierpotenz, d.h. n = 2k für ein geeignetes k

• Teilfolgen haben dann immer genau Größe n/2

• Wachstumsordnung durch Annahme nicht beeinflusst

Aufstellen der Rekurrenz

T (n) =

{
Θ(1) wenn n ≤ c

aT (n/b) + D(n) + C (n) wenn n > c

• Teile: Mitte der Folge wird in konstanter Zeit ermittelt
→ D(n) = Θ(1)

• Herrsche: Wir teilen in zwei Teile der Größe n/2 → 2T (n/2)

• Kombiniere: Merge hat linearen Aufwand → C (n) = Θ(n)
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Analyse von Merge Sort (2)

Da Θ(1) + Θ(n) immer noch linearem Aufwand entspricht, können
wir diese Summe durch Θ(n) ersetzen. Wir erhalten:

T (n) =

{
Θ(1) wenn n ≤ c

2T (n/2) + Θ(n) wenn n > c .

Die Lösung dieser Rekurrenz ist Θ(n lg n).

• Merge-Sort mit Laufzeit Θ(n lg n) ist für große n besser als

• Insertion-Sort mit Worst Case-Laufzeit Θ(n2).

n 16 = 24 256 = 28 1 048 576 = 220

n lg n 64 10 240 20 971 520
n2 256 1 048 576 1 099 511 627 776

(Letzte Spalte: Telefonbuch von Köln sortieren.)
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Zusammenfassung

• Zwei Lösungen für das Sortierproblem

• Merge-Sort schneller als Insertion-Sort

• Laufzeit quantifizierbar in Θ(·)
• Teile und Herrsche als Methode des Algorithmenentwurfs

Nachfolgend

• Was bedeutet Θ(·) genau?

• Wie löst man Rekurrenzen?
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Wachstumsordnung (1)

• Zählen der Schritte
I Wie schnell ist ein Algorithmus?
I Welcher Algorithmus ist besser?

• Oft sehr aufwendig → Wachstumsordnung

• Nur der führende Term der Laufzeitformel T (n) wird betrachtet
I Alle anderen Terme werden ignoriert
I Konstanter Koeffizient des führenden Terms wird auch ignoriert

• Beispiel: T (n) = an2 + bn + c
I Führender Term: an2

I Ohne Konstante: n2

I T (n) wächst wie n2 (aber nicht: T (n) ist gleich n2)
I Notiert: Laufzeit ist Θ(n2)
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Wachstumsordnung (2)

• Warum Wachstumsordnung?
I Zählen der Schritte wird einfacher

T (n) =

{
Θ(1) if n < c

2T (n/2) + Θ(n) sonst.

I Vergleichen der Laufzeiten wird einfacher
I Treffen von maschinenunabhängigen Aussagen wird möglich

• Erreicht durch Abstraktion/Vereinfachung der Analyse und
Bewertung der Laufzeit
I Abschätzung der Anzahl der Schritte
I Beschreibung der Anzahl der Schritte in Abhängigkeit der

Problemgröße n
I Weglassen von Details
I Beschreibung des asymptotischen Verhaltens (n→∞) des

Wachstums einer Funktion
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Die Θ-Notation (1)

Wir betrachten Funktionen f , g : N→ R+.

Definition

Sei g(n) eine Funktion. Wir definieren Θ(g(n)) als die Menge von
Funktionen

Θ(g(n)) := { f (n) | ∃c1, c2, n0 > 0: ∀n ≥ n0 :

0 ≤ c1g(n) ≤ f (n) ≤ c2g(n) }.

• Wir schreiben f (n) ∈ Θ(g(n)) oder f (n) = Θ(g(n))

• Falls f (n) ∈ Θ(n), sagen wir: f (n) wächst asymptotisch
genauso wie g(n)
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Die Θ-Notation (2)

Es gilt f (n) ∈ Θ(g(n)), falls f (n) zwischen c1g(n) und c2g(n)
eingeklemmt werden kann.

• 0 < c1 ≤ c2 beliebig (aber: unabhängig von n)
• Nur für große n ≥ n0 (beliebig, unabhängig von n)

3.1 Asymptotic notation 45

(b) (c)(a)

nnn
n0n0n0

f .n/ D ‚.g.n// f .n/ D O.g.n// f .n/ D �.g.n//

f .n/

f .n/
f .n/

cg.n/

cg.n/

c1g.n/

c2g.n/

Figure 3.1 Graphic examples of the ‚, O , and � notations. In each part, the value of n0 shown
is the minimum possible value; any greater value would also work. (a) ‚-notation bounds a func-
tion to within constant factors. We write f .n/ D ‚.g.n// if there exist positive constants n0, c1,
and c2 such that at and to the right of n0, the value of f .n/ always lies between c1g.n/ and c2g.n/

inclusive. (b) O-notation gives an upper bound for a function to within a constant factor. We write
f .n/ D O.g.n// if there are positive constants n0 and c such that at and to the right of n0, the value
of f .n/ always lies on or below cg.n/. (c) �-notation gives a lower bound for a function to within
a constant factor. We write f .n/ D �.g.n// if there are positive constants n0 and c such that at and
to the right of n0, the value of f .n/ always lies on or above cg.n/.

A function f .n/ belongs to the set ‚.g.n// if there exist positive constants c1

and c2 such that it can be “sandwiched” between c1g.n/ and c2g.n/, for suffi-
ciently large n. Because ‚.g.n// is a set, we could write “f .n/ 2 ‚.g.n//”
to indicate that f .n/ is a member of ‚.g.n//. Instead, we will usually write
“f .n/ D ‚.g.n//” to express the same notion. You might be confused because
we abuse equality in this way, but we shall see later in this section that doing so
has its advantages.

Figure 3.1(a) gives an intuitive picture of functions f .n/ and g.n/, where
f .n/ D ‚.g.n//. For all values of n at and to the right of n0, the value of f .n/

lies at or above c1g.n/ and at or below c2g.n/. In other words, for all n � n0, the
function f .n/ is equal to g.n/ to within a constant factor. We say that g.n/ is an
asymptotically tight bound for f .n/.

The definition of ‚.g.n// requires that every member f .n/ 2 ‚.g.n// be
asymptotically nonnegative, that is, that f .n/ be nonnegative whenever n is suf-
ficiently large. (An asymptotically positive function is one that is positive for all
sufficiently large n.) Consequently, the function g.n/ itself must be asymptotically
nonnegative, or else the set ‚.g.n// is empty. We shall therefore assume that every
function used within ‚-notation is asymptotically nonnegative. This assumption
holds for the other asymptotic notations defined in this chapter as well.
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Beispiel (1)

Motiviert wurde Θ durch Weglassen von Konstanten und Termen
niedriger Ordnung. Dass dies durchaus richtig ist, demonstrieren
wir an einem Beispiel. Wir zeigen:

1/2n2 − 3n = Θ(n2)

Dazu benötigen wir Konstanten c1, c2, n0 mit

c1n
2 ≤ 1/2n2 − 3n ≤ c2n

2

für alle n ≥ n0. Dividieren durch n2 ergibt

c1 ≤ 1/2− 3/n ≤ c2.

• Die rechte Gleichung gilt (bspw.) für alle n ≥ 1, falls c2 ≥ 1/2.

• Die linke Gleichung gilt (bspw.) für alle n ≥ 7, falls c1 ≤ 1/14.

• Mit c1 = 1/14, c2 = 1/2 und n0 = 7 haben wir bewiesen, dass
1/2n2 − 3n = Θ(n2).
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Beispiel (2)

Wir zeigen jetzt:

6n3 6= Θ(n2).

Annahme: Es existieren c2, n0 > 0, so dass

6n3 ≤ c2n
2

für alle n ≥ n0. Daraus folgt aber

n ≤ c2/6

Das kann aber nicht sein, da n beliebig groß werden kann und c2

eine Konstante sein muß. Widerspruch.
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Beispiel (3)

Wir zeigen jetzt:

2n 6= Θ(n2).

Annahme: Es existieren c1, n0 > 0, so dass

c1n
2 ≤ 2n

für alle n ≥ n0. Daraus folgt aber

n ≤ 2/c1

Das kann aber nicht sein, da n beliebig groß werden kann und c1

eine Konstante sein muß. Widerspruch.
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Allgemeineres Beispiel

Für

f (n) = an2 + bn + c

mit a > 0 gilt

f (n) = Θ(n2).

Dazu kann man bspw. die Konstanten

c1 = a/4

c2 = 7a/4

n0 = 2 max(|b| /a,
√
|c| /a)

benutzen. (Übung)
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Anmerkungen

• Falls f (n) = Θ(g(n)), so ist f (n) ab einem bestimmten n > n0

nie weiter als einen konstanten Faktor von g(n) entfernt

• Falls dies gilt, so sagt man auch, daß g(n) eine asymptotisch
enge Grenze für f (n) ist

• Wir benutzen auch reelle Funktion f , g : R→ R und erweitern
die Θ-Notation entsprechend. Dann:
I Für f (n) = Θ(g(n)) muß f (n) asymptotisch nicht negativ sein
I Für jedes g(n), das nicht asymptotisch nicht negativ ist, ist

Θ(g(n)) = ∅
I Daher setzen wir voraus, daß alle g(n), die innerhalb von Θ(·)

auftauchen, asymptotisch nicht negativ sind. Das gleiche gilt auch
für andere asymptotische Notationen, die wir noch einführen
werden
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Obere und untere Schranken

• f (n) = Θ(g(n)) beschränkt
I Funktion f (n) von unten durch g(n) bis auf eine Konstante
I Funktion f (n) von oben durch g(n) bis auf eine Konstante

• Dies ist nicht für alle Funktionen möglich; z.B.

I f (n) =

{
n wenn n gerade

n2 sonst

I f (n) /∈ Θ(n), da n2 /∈ Θ(n)
I f (n) /∈ Θ(n2), da n /∈ Θ(n2)

• Daher führen wir Notation für obere und untere Schranken ein
I f (n) = Ω(n) für die untere Schranke
I f (n) = O(n2) für die obere Schranke

54 / 123



Die O-Notation (1)

Definition

Sei g(n) eine Funktion. Wir definieren O(g(n)) als die Menge von
Funktionen

O(g(n)) := { f (n) | ∃c , n0 > 0: ∀n ≥ n0 :

0 ≤ f (n) ≤ cg(n) }.

• Sprich: “groß O” (big-O), oft vereinfachend auch nur “O”

• Verwendung für asymptotische obere Schranken

• Nützlich für einfache Worst Case-Abschätzungen

• Wir schreiben auch wieder f (n) = O(g(n)) und sagen:
f (n) wächst asymptotisch nicht schneller als g(n)

• Es gilt: Θ(g(n)) ⊆ O(g(n))
I Somit z.B. an2 + bn + c = O(n2)
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Die O-Notation (2)

Es gilt f (n) ∈ O(g(n)), falls f (n) nicht größer als cg(n) wird.

• 0 < c beliebig (aber: unabhängig von n)

• Nur für große n ≥ n0 (beliebig, unabhängig von n)
3.1 Asymptotic notation 45

(b) (c)(a)

nnn
n0n0n0

f .n/ D ‚.g.n// f .n/ D O.g.n// f .n/ D �.g.n//

f .n/

f .n/
f .n/

cg.n/

cg.n/

c1g.n/

c2g.n/

Figure 3.1 Graphic examples of the ‚, O , and � notations. In each part, the value of n0 shown
is the minimum possible value; any greater value would also work. (a) ‚-notation bounds a func-
tion to within constant factors. We write f .n/ D ‚.g.n// if there exist positive constants n0, c1,
and c2 such that at and to the right of n0, the value of f .n/ always lies between c1g.n/ and c2g.n/

inclusive. (b) O-notation gives an upper bound for a function to within a constant factor. We write
f .n/ D O.g.n// if there are positive constants n0 and c such that at and to the right of n0, the value
of f .n/ always lies on or below cg.n/. (c) �-notation gives a lower bound for a function to within
a constant factor. We write f .n/ D �.g.n// if there are positive constants n0 and c such that at and
to the right of n0, the value of f .n/ always lies on or above cg.n/.

A function f .n/ belongs to the set ‚.g.n// if there exist positive constants c1

and c2 such that it can be “sandwiched” between c1g.n/ and c2g.n/, for suffi-
ciently large n. Because ‚.g.n// is a set, we could write “f .n/ 2 ‚.g.n//”
to indicate that f .n/ is a member of ‚.g.n//. Instead, we will usually write
“f .n/ D ‚.g.n//” to express the same notion. You might be confused because
we abuse equality in this way, but we shall see later in this section that doing so
has its advantages.

Figure 3.1(a) gives an intuitive picture of functions f .n/ and g.n/, where
f .n/ D ‚.g.n//. For all values of n at and to the right of n0, the value of f .n/

lies at or above c1g.n/ and at or below c2g.n/. In other words, for all n � n0, the
function f .n/ is equal to g.n/ to within a constant factor. We say that g.n/ is an
asymptotically tight bound for f .n/.

The definition of ‚.g.n// requires that every member f .n/ 2 ‚.g.n// be
asymptotically nonnegative, that is, that f .n/ be nonnegative whenever n is suf-
ficiently large. (An asymptotically positive function is one that is positive for all
sufficiently large n.) Consequently, the function g.n/ itself must be asymptotically
nonnegative, or else the set ‚.g.n// is empty. We shall therefore assume that every
function used within ‚-notation is asymptotically nonnegative. This assumption
holds for the other asymptotic notations defined in this chapter as well.
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Beispiel

• Wir wollen zeigen:

Für f (n) = an + b gilt f (n) = O(n2) .

• Zu finden sind c, n0 mit 0 ≤ an + b ≤ cn2 für alle n ≥ n0.

• Setze c = a + |b| und n0 = 1. Dann gilt für alle n ≥ n0:

an + b ≤ an + |b|
≤ an + |b|n
= (a + |b|)n
≤ (a + |b|)n2

= cn2
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Beispiel: Obere Schranke für Insertion-Sort

Insertion-Sort(A)

1: for j ← 2 to A.length
2: key ← A[j ]
3: // Insert A[j ] into the sorted sequence A[1 . . j − 1]
4: i ← j − 1
5: while i > 0 and A[i ] > key
6: A[i + 1]← A[i ]
7: i ← i − 1

8: A[i + 1]← key

Schnelle obere Schranke

• Die beiden Schleifen werden jeweils höchstens n-mal durchlaufen
(eigentlich weniger oft)

• Die beiden Schleifen sind geschachtelt

• Das impliziert sofort für die Worst Case-Laufzeit: T (n) = O(n2)
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Die Ω-Notation (1)

Definition

Sei g(n) eine Funktion. Wir definieren Ω(g(n)) als die Menge von
Funktionen

Ω(g(n)) := { f (n) | ∃c , n0 > 0: ∀n ≥ n0 :

0 ≤ cg(n) ≤ f (n) }.

• Sprich: “groß Omega” (big-Omega), oft vereinfachend nur Ω

• Verwendung für asymptotische untere Schranken

• Ermöglicht einfache Best Case-Abschätzungen

• Wir schreiben auch wieder f (n) = Ω(g(n)) und sagen:
f (n) wächst asymptotisch nicht langsamer als g(n)

• Es gilt: Θ(g(n)) ⊆ Ω(g(n))
I Somit z.B. an2 + bn + c = Ω(n2)
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Die Ω-Notation (2)

Es gilt f (n) ∈ Ω(g(n)), falls f (n) nicht kleiner als cg(n) wird.

• 0 < c beliebig (aber: unabhängig von n)
• Nur für große n ≥ n0 (beliebig, unabhängig von n)

3.1 Asymptotic notation 45

(b) (c)(a)

nnn
n0n0n0

f .n/ D ‚.g.n// f .n/ D O.g.n// f .n/ D �.g.n//

f .n/

f .n/
f .n/

cg.n/

cg.n/

c1g.n/

c2g.n/

Figure 3.1 Graphic examples of the ‚, O , and � notations. In each part, the value of n0 shown
is the minimum possible value; any greater value would also work. (a) ‚-notation bounds a func-
tion to within constant factors. We write f .n/ D ‚.g.n// if there exist positive constants n0, c1,
and c2 such that at and to the right of n0, the value of f .n/ always lies between c1g.n/ and c2g.n/

inclusive. (b) O-notation gives an upper bound for a function to within a constant factor. We write
f .n/ D O.g.n// if there are positive constants n0 and c such that at and to the right of n0, the value
of f .n/ always lies on or below cg.n/. (c) �-notation gives a lower bound for a function to within
a constant factor. We write f .n/ D �.g.n// if there are positive constants n0 and c such that at and
to the right of n0, the value of f .n/ always lies on or above cg.n/.

A function f .n/ belongs to the set ‚.g.n// if there exist positive constants c1

and c2 such that it can be “sandwiched” between c1g.n/ and c2g.n/, for suffi-
ciently large n. Because ‚.g.n// is a set, we could write “f .n/ 2 ‚.g.n//”
to indicate that f .n/ is a member of ‚.g.n//. Instead, we will usually write
“f .n/ D ‚.g.n//” to express the same notion. You might be confused because
we abuse equality in this way, but we shall see later in this section that doing so
has its advantages.

Figure 3.1(a) gives an intuitive picture of functions f .n/ and g.n/, where
f .n/ D ‚.g.n//. For all values of n at and to the right of n0, the value of f .n/

lies at or above c1g.n/ and at or below c2g.n/. In other words, for all n � n0, the
function f .n/ is equal to g.n/ to within a constant factor. We say that g.n/ is an
asymptotically tight bound for f .n/.

The definition of ‚.g.n// requires that every member f .n/ 2 ‚.g.n// be
asymptotically nonnegative, that is, that f .n/ be nonnegative whenever n is suf-
ficiently large. (An asymptotically positive function is one that is positive for all
sufficiently large n.) Consequently, the function g.n/ itself must be asymptotically
nonnegative, or else the set ‚.g.n// is empty. We shall therefore assume that every
function used within ‚-notation is asymptotically nonnegative. This assumption
holds for the other asymptotic notations defined in this chapter as well.
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Konvention zur Verwendung von O und Ω

• Es ist technisch gesehen ein Fehler zu sagen, daß die Laufzeit
von Insertion-Sort O(n2) ist
I Die Laufzeit hängt noch von der konkreten Eingabefolge abhängt
I Deutlicher: Die Laufzeit von INSERTION-SORT ist keine Funktion

in n (sondern in A)

• Wir sehen über dieses technisches Detail hinweg

• Die Worst/Best/Average Case-Laufzeiten sind Funktionen in n

• Somit die Konvention: Wenn wir sagen, die Laufzeit eines
Algorithmus ist
I O(f (n)), meinen wir den Worst Case,
I Ω(f (n)), meinen wir den Best Case.

• Aber: Die folgenden Aussagen sind verschieden
I Algorithmus A hat eine Laufzeit von O(n2)
I Die Worst Case-Laufzeit von A is Θ(n2)
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Asymptotisch enge Schranken

Theorem

Für je zwei Funktionen f (n) und g(n) gilt:

f (n) = Θ(g(n)) ⇐⇒ f (n) = O(g(n)) ∧ f (n) = Ω(g(n)).

(Beweis: Übung)

• Theorem erlaubt asymptotisch enge Schranken aus unteren und
oberen Schranken

• Nicht immer möglich; Beispiel: Insertion-Sort
I Best Case: T (n) = Ω(n)
I Worst Case: T (n) = O(n2)
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Asymptotische Notation rechts

In der Einleitung haben wir bereits asymptotische Notationen in
Gleichungen verwendet, z.B.

• T (n) = Θ(1) + Θ(n)

• T (n) = 2T (n/2) + Θ(n)

• T (n) = O(n2)

Was ist die Semantik?

• Schon bekannt: Falls auf der linken Seite der Gleichung eine
Funktion und auf der rechten Seite asymptotische Notation
steht, so ist dies als Mengenzugehörigkeit zu interpretieren.

• T (n) = O(n2) bedeutet also T (n) ∈ O(n2)
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Ausdruck mit asymptotischer Notation rechts (1)

Falls auf der linken Seite ein Funktion und auf der rechten Seite
ein Ausdruck mit aymptotischer Notation steht, dann interpretieren
wir die asymptotische Notation als eine anonyme Funktion f der
entsprechenden Klasse.

Beispiel: 2n2 + 3n + 1 = 2n2 + Θ(n)

• Interpretieren wir als

2n2 + 3n + 1 = 2n2 + f (n)

für f (n) ∈ Θ(n)

• Dabei ist f (n) implizit existenzquantifiziert, d.h.

∃f (n) ∈ Θ(n) : 2n2 + 3n + 1 = 2n2 + f (n)

• Hier: f (n) = 3n + 1
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Ausdruck mit asymptotischer Notation rechts (2)

Wichtig: Jedes Vorkommen einer asymptotischen Notation
entspricht genau einer anonymen Funktion.

• Anzahl asymptotischer Notation = Anzahl anonyme Funktionen
• Auch: zwei gleiche asymptotische Ausdrücke → zwei Funktionen
• Auch: asymptotischer Ausdruck in Summe → eine Funktion

Extremes Beispiel

In

n∑
i=1

O(i)

bezeichnet O(i) eine Funktion. Damit ist dieser Ausdruck ungleich
von folgendem Ausdruck

O(1) + O(2) + O(3) + . . .+ O(n).

(Dieser Ausdruck hat keine saubere Interpretation.)
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Asymptotische Notationen auf beiden Seiten

Falls auf der linken und rechten Seite jeweils ein Ausdruck mit
aymptotischer Notation steht, dann interpretieren wir: Für alle
möglichen anonymen Funktionen links, existieren passende
anonyme Funktionen rechts, so dass die Gleichung gilt.

Beispiel

• 2n2 + Θ(n) = Θ(n2)

• Interpretiert als: Für alle f (n) ∈ Θ(n) existiert ein g(n) ∈ Θ(n2)
so dass

2n2 + f (n) = g(n)

• Äquivalent

∀f (n) ∈ Θ(n) : ∃g(n) ∈ Θ(n2) : 2n2 + f (n) = g(n)
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Gleichungsketten

• Die beiden Beispielgleichungen zusammen:

2n2 + 3n + 1 = 2n2 + Θ(n) = Θ(n2)

• Die erste Gleichung besagt, daß es eine Funktion f (n) ∈ Θ(n)
gibt mit

2n2 + 3n + 1 = 2n2 + f (n)

• Die zweite Gleichung besagt, daß es für jedes f (n) ∈ Θ(n) ein
g(n) ∈ Θ(n2) gibt mit

2n2 + f (n) = g(n)

• Diese beiden Aussagen implizieren:

Es gibt ein g(n) ∈ Θ(n2) mit 2n2 + 3n + 1 = g(n).

Dies ist genau das, was wir intuitiv erwarten würden.
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Asymptotisch nicht-enge Schranken

Betrachte:

n = O(n2)

2n2 = O(n2)

Die zweite Gleichung ist eng, die erste ist es nicht.

• o (
”
klein o“) erfasst nun nur die nicht engen asymptotischen

oberen Schranken

• Analog: ω (
”
klein omega“) erfasst nun nur die nicht engen

asymptotischen unteren Schranken

70 / 123



Die o-Notation

Definition

o(g(n)) = { f (n) | ∀c > 0: ∃n0 > 0: ∀n ≥ n0 :

0 ≤ f (n) ≤ cg(n) }

• Vgl. O: ∃c > 0: ∃n0 > 0: ∀n ≥ n0 : 0 ≤ f (n) ≤ cg(n)

• f (n) ∈ o(g(n)): f (n) wächst asymptotisch echt langsamer
als g(n)

• Wenn f (n) ∈ o(g(n)), dann wird f (n) insignifikant relativ zu
g(n) wenn n→∞, d.h.

lim
n→∞

f (n)

g(n)
= 0
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Die ω-Notation

Definition

ω(g(n)) = { f (n) | ∀c > 0: ∃n0 > 0: ∀n ≥ n0 :

0 ≤ cg(n) ≤ f (n) }

• f (n) ∈ ω(g(n)): f (n) wächst asymptotisch echt schneller als
g(n)

• Impliziert für f (n) = ω(g(n)): lim
n→∞

f (n)

g(n)
=∞.

Beispiele

• n2 = ω(n)
• 1000n2 6= ω(n2)
• n2 lg n = ω(n2)
• n2.0001 = ω(n2)

• n2 = o(n3)
• n2/1000 6= o(n2)
• n2/ lg n = o(n2)
• n1.9999 = o(n2)
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Eigenschaften (1)

Viele Eigenschaften, die beispielsweise für die reellen Zahlen gelten,
gelten auch für die asymptotischen Notationen.

Transitivität

f (n) = Θ(g(n)) und g(n) = Θ(h(n)) =⇒ f (n) = Θ(h(n))
f (n) = O(g(n)) und g(n) = O(h(n)) =⇒ f (n) = O(h(n))
f (n) = Ω(g(n)) und g(n) = Ω(h(n)) =⇒ f (n) = Ω(h(n))
f (n) = o(g(n)) und g(n) = o(h(n)) =⇒ f (n) = o(h(n))
f (n) = ω(g(n)) und g(n) = ω(h(n)) =⇒ f (n) = ω(h(n))

Reflexivität

f (n) = Θ(f (n))

f (n) = O(f (n))

f (n) = Ω(f (n))
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Eigenschaften (2)

Symmetrie

f (n) = Θ(g(n)) ⇐⇒ g(n) = Θ(f (n))

Antisymmetrie

f (n) = O(g(n)) ⇐⇒ g(n) = Ω(f (n))
f (n) = o(g(n)) ⇐⇒ g(n) = ω(f (n))
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Analogien zu den reellen Zahlen

Wegen dieser Eigenschaften, kann man folgende (hinkende, siehe
unten) Analogie aufstellen:

f (n) = O(g(n)) ≈ a ≤ b
f (n) = Ω(g(n)) ≈ a ≥ b
f (n) = Θ(g(n)) ≈ a = b
f (n) = o(g(n)) ≈ a < b
f (n) = ω(g(n)) ≈ a > b

Folgende Eigenschaft gilt jedoch nicht:

Für je zwei reelle Zahlen a und b gilt entweder a = b,
a < b, oder a > b.

Es ist aber möglich, dass für zwei verschiedene Funktionen f (n)
und g(n) weder f (n) = o(g(n)), noch f (n) = Θ(g(n)), noch
f (n) = ω(g(n)) gilt.

• Beispiel: n und n1+sin(n)
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Asymptotisches Wachstum von Polynomen

Lemma

Für f , g existiere der Grenzwert γ = limn→∞
f (n)
g(n) ∈ R ∪ {∞}.

Dann gilt

• Falls 0 < γ <∞ so f (n) = Θ(g(n)),

• Falls γ = 0 so f (n) = o(g(n)),

• Falls γ =∞ so f (n) = ω(g(n)).

Anwendung auf Polynome

p(n) = pkn
k + pk−1n

k−1 + · · ·+ p1n + p0 und
q(n) = qrn

r + qr−1n
r−1 + · · ·+ q1n + q0.

• Falls k = r so limn→∞
p(n)
q(n) = pk

qr
, also p(n) = Θ(q(n)).

• Falls k < r so limn→∞
p(n)
q(n) = 0, also p(n) = o(q(n)).

• Falls k > r so limn→∞
p(n)
q(n) =∞, also p(n) = ω(q(n)).
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Häufige Wachstumsordnungen

Für 0 < δ < 1:

Θ(1) Durch Konstanten beschränktes Wachstum (= Θ(n0))
Θ(log n) Logarithmisches Wachstum

Basis irrelevant, da loga x = loga b logb x und
somit loga n = Θ(logb n) für alle a, b ≥ 1

logO(1) n Polylogarithmische Beschränktheit
Θ(nδ) Sublineares Wachstum
Θ(n) Lineares Wachstum
Θ(n log n) “n log n” (auch: linearithmisch, quasilinear)
Θ(n2) Quadratisches Wachstum
Θ(n3) Kubisches Wachstum

nO(1) Polynomielle Beschränktheit

f (n) = nO(1) wenn es ein k > 0 gibt,
so dass f (n) = O(nk)

eΩ(nδ) Schwach exponentielles Wachstum

eΩ(n) Exponentielles Wachstum
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Exponentielles versus polynomielles Wachstum

Theorem

Exponentielle Funktionen wachsen echt schneller als polynomiell
beschränkte Funktionen, d.h. für alle reellen Konstanten k und
a > 1 gilt nk = o(an).

Beweis. Wir nehmen oBdA an, dass k ∈ N+. Es gilt
en =

∑∞
i=0

ni

i! und somit

an = en ln a =
∞∑
i=0

(ln a)ini

i !

Setze

p(n) =
k+1∑
i=0

(ln a)ini

i !
.

Es gilt an > p(n) = Θ(nk+1) = ω(nk). Die Behauptung folgt durch
Antisymmetrie. �
• Bemerke: Es gilt somit auch nk = o(ac1n+c2) für a > 1, c1 > 0
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Polylogarithmisches versus polynomielles Wachstum

Theorem

Polylogarithmisch beschränkte Funktionen wachsen echt langsamer
als sublineare oder polynomielle Funktionen, d.h. für alle reellen
Konstanten b und a, k > 0 gilt lgb n = o(nk).

Beweis. Wir haben gerade gezeigt, dass

lim
n→∞

nb

an
= 0

für alle a > 1. Wähle a = 2k > 1 und ersetze n durch lg n:

0 = lim
n→∞

lgb n

(2k)lg n
= lim

n→∞

lgb n

nk
. �

• Bemerke: Es gilt somit auch logba n = o(nk) für a > 1, k > 0
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Erinnerung: Sortieren durch Mischen

Merge-Sort(A, p, r) // Sortiert A[p . . r ]
1: if p < r
2: q ← b(p + r)/2c
3: Merge-Sort(A, p, q)
4: Merge-Sort(A, q + 1, r)
5: Merge(A, p, q, r)

• Die Laufzeit von Merge-Sort(A, 1, n) ist

T (n) =

{
Θ(1) wenn n ≤ c

2T (n/2) + Θ(n) wenn n > c.

• Der Werte von c spielt für die Wachstumsordnung keine Rolle,
somit schreiben wir kurz: T (n) = 2T (n/2) + Θ(n)

• Wir haben behauptet: T (n) = Θ(n log n)

• Warum?
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Lösen von Rekurrenzen

Rekurrenzen entstehen oft bei der Analyse von Teile-und-Herrsche-
Algorithmen. Es gibt verschiedene Arten, diese zu lösen:

1. Substitutionsmethode
I Lösung schätzen
I Mittels Induktion Konstanten finden und zeigen, dass Lösung

korrekt ist

2. Rekursionsbäume/Iterationsmethode
I Schätzungen finden

3. Master Theorem
I Lösungen ablesen

Für die Rekurrenz von Merge-Sort verwenden wir das Master
Theorem. Dieses ist am einfachsten, wenn anwendbar.
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Beispiel: Substitutionsmethode

T (n) =

{
c wenn n = 1

2T (n/2) + cn wenn n > 1

• Vereinfachende Annahme: n ist Zweierpotenz

• Vermutung: T (n) = O(n log n) und insbesondere T (n) ≤ dn lg n
für d > 0 und n > 1

• Induktionsanfang (n = 2)

T (n) = 4c ≤ dn lg n für alle d ≥ 2c

• Induktionsschritt

T (n) = 2T (n/2) + cn

≤ 2d(n/2) lg(n/2) + cn

= dn lg(n/2) + cn = dn lg n − dn + cn

≤ dn lg n wenn d ≥ c

• Somit T (n) ≤ dn lg n für d ≥ 2c und somit T (n) = O(n log n)

• Ähnlich untere Schranke Ω(n log n) und somit T (n) = Θ(n log n)
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Beispiel: Rekursionsbaum

T (n) =

{
c wenn n = 1

2T (n/2) + cn wenn n > 12-16 Lecture Notes for Chapter 2: Getting Started

cn

cn

…

Total: cn lg n + cn

cn

lg n

cn

n

c c c c c c c

…

cn

cn/2

cn/4 cn/4

cn/2

cn/4 cn/4

� Each level has costcn.

� The top level has costcn.
� The next level down has2 subproblems, each contributing costcn=2.
� The next level has4 subproblems, each contributing costcn=4.
� Each time we go down one level, the number of subproblems doubles but the

cost per subproblem halves) cost per level stays the same.

� There are lgnC 1 levels (height is lgn).

� Use induction.
� Base case:n D 1) 1 level, and lg1C 1 D 0C 1 D 1.
� Inductive hypothesis is that a tree for a problem size of2i has lg2iC1 D iC1

levels.
� Because we assume that the problem size is a power of2, the next problem

size up after2i is 2iC1.
� A tree for a problem size of2iC1 has one more level than the size-2i tree)

i C 2 levels.
� Since lg2iC1 C 1 D i C 2, we’re done with the inductive argument.

� Total cost is sum of costs at each level. Have lgn C 1 levels, each costingcn

) total cost iscn lg nC cn.
� Ignore low-order term ofcn and constant coefficientc) ‚.n lg n/.
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Beispiel: Iterationsmethode (1)

T (n) =

{
c wenn n = 1

2T (n/2) + cn wenn n > 1

Vereinfachende Annahme: n ist Zweierpotenz, d.h. n = 2N .

T (n) = cn + 2T (n/2)

= cn + 2(cn/2 + 2T (n/4))

= cn + 2cn/2 + 4(cn/4 + 2T (n/8))

= cn + 2cn/2 + 4cn/4 + 8T (n/8)

=
N∑
i=0

2i · cn
2i

= (N + 1)cn

= cn(lg n + 1)

= Θ(n log n)
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Beispiel: Iterationsmethode (2)

T (n) =

{
1 wenn n = 1

2T (n/2) + n2 wenn n > 1

Vereinfachende Annahme: n ist Zweierpotenz, d.h. n = 2N .

T (n) = n2 + 2T (n/2)

= n2 + 2(n2/4 + 2T (n/4))

= n2 + 2n2/4 + 4(n2/16 + 2T (n/8))

= n2 + 2n2/4 + 4n2/16 + 8T (n/8)

=
N∑
i=0

2i ·
( n

2i

)2
= n2

N∑
i=0

2−i

= n2 1− 2−(N+1)

1− 2−1
= 2n2 − n = Θ(n2)
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Beispiel: Iterationsmethode (3)

T (n) =

{
1 wenn n = 1

16T (n/2) + n wenn n > 1

Vereinfachende Annahme: n ist Zweierpotenz, d.h. n = 2N .

T (n) = n + 24T (n/2)

= n + 24(n/2 + 24T (n/4))

= n2 + 24n/2 + 28(n/4 + 24T (n/8))

= n2 + 24n/2 + 28n/4 + 212T (n/8)

=
N∑
i=0

24i n

2i
= n

N∑
i=0

8i

= n
8(N+1) − 1

8− 1
= 8n4/7− n/7 = Θ(n4)
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Master Theorem

Theorem

Es gelte T (n) = aT (n/b) + f (n), wobei n/b als bn/bc oder dn/be
interpretiert werden kann.

1. Falls f (n) = O(nlogb a−ε) für ein ε > 0, dann T (n) = Θ(nlogb a).

2. Falls f (n) = Θ(nlogb a) , dann T (n) = Θ(nlogb a log(n)).

3. Falls f (n) = Ω(nlogb a+ε) für ein ε > 0 und af (n/b) ≤ cf (n) für
ein c < 1 und alle genügend großen n, dann T (n) = Θ(f (n)).

Beispiele

• a = b = 2, logb a = 1, f (n) = cn = Θ(n1)
→ Fall 2: T (n) = Θ(n log(n))

• a = b = 2, logb a = 1, f (n) = n2 = Ω(n1+1),
2f (n/2) = n2/2 ≤ 1

2 · f (n) → Fall 3: T (n) = Θ(n2)

• a = 16, b = 2, logb a = 4, f (n) = n = O(n4−3)
→ Fall 1: T (n) = Θ(n4)
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Beweisidee: Master Theorem (1)

Vereinfachende Annahme n = bN und T (1) = 1. Auflösung der
Rekursion liefert

T (n) =
N∑
i=0

ai f (n/bi ).

Setze c = logb a.

Fall 1: f (n) = nc−ε

T (n) =
N∑
i=0

ai
nc−ε

bi(c−ε)

= nc−ε
N∑
i=0

ai
bεi

ai

= nc−ε
b(N+1)ε − 1

bε − 1
= Θ(nc),

da bc = a und bN = n.
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Beweisidee: Master Theorem (2)

Fall 2: f (n) = nc

T (n) =
N∑
i=0

ai
nc

bic
= nc

N∑
i=0

ai
1

ai
= Θ(nc log(n)),

da N = logb n.

Fall 3: f (n) = nc+ε

T (n) =
N∑
i=0

ai · nc+ε

bi(c+ε)
= nc+ε ·

N∑
i=0

ai · b
−ε·i

ai

= nc+ε · 1− (b−ε)
N+1

1− b−ε
= Θ(nc+ε),

da b−ε < 1, also
1−(b−ε)

N+1

1−b−ε = Θ(1). �

91 / 123



Outline

1. Einführung
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Stichprobenraum

Definition

Der Stichprobenraum Ω eines Zufallsexperiments ist die Menge
aller möglichen Ergebnisse.

Wir nehmen an, dass Ω endlich ist.

Beispiel

• Münzwurf: Ω = {Kopf,Zahl }
• Würfeln: Ω = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }

Im Allgemeinen können wir das Ergebnis eines Zufallsexperiments
nicht mit Sicherheit vorhersagen.
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Ereignis (1)

Definition

Ein Ereignis A ⊆ Ω ist eine Teilmenge des Stichprobenraums.
∅ nennt man das unmögliche Ereignis, Ω das sichere Ereignis.
Für jedes ω ∈ Ω nennt man {ω } Elementarereignis.

Beispiel (Münze)

• Ergebnis ist Kopf: A = {Kopf }
• Ergebnis ist Kopf oder Zahl: A = {Kopf,Zahl }
• Ergebnis ist Kopf und Zahl: A = ∅
• Ergebnis ist nicht Kopf: A = {Zahl }

Beispiel (Würfel)

• Ergebnis ist gerade: A = { 2, 4, 6 }
• Ergebnis ist gerade und ≤ 3: A = { 2 }
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Ereignis (2)

Für Ereignisse A,B ⊆ Ω repräsentieren A ∪ B, A ∩ B und Ac,
jeweils “A oder B”, “A und B”, und “nicht A”. Zwei Ereignisse A
und B sind disjunkt wenn A ∩ B = ∅.

Beispiel (Münze)

• Ergebnis ist Kopf: A = {Kopf }
• Ergebnis ist Kopf oder Zahl: A = {Kopf,Zahl } = {Kopf } ∪ {Zahl }
• Ergebnis ist Kopf und Zahl: A = ∅ = {Kopf } ∩ {Zahl }
• Ergebnis ist nicht Kopf: A = {Zahl } = {Kopf }c

Beispiel (Würfel)

• Ergebnis ist gerade: A = { 2, 4, 6 } = { 2 } ∪ { 4 } ∪ { 6 }
• Ergebnis ist gerade und ≤ 3: A = { 2 } = { 2, 4, 6 } ∩ { 1, 2, 3 }
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Wahrscheinlichkeitsraum

Definition

Ein Wahrscheinlichkeitsmaß (2Ω,P) ist eine Funktion
P : 2Ω → [0, 1] so dass

1. P ( ∅ ) = 0 und P ( Ω ) = 1,

2. A1, . . . ,An paarweise disjunkt =⇒ P (
⋃n

i=1 An ) =
∑n

i=1 P (An ).

Das Tripel (Ω, 2Ω,P) nennt man Wahrscheinlichkeitsraum.

Wir schreiben für P ( {ω } ) oft kurz P (ω ).

Beispiel

• Münze: 2Ω = { ∅, {Kopf } , {Zahl } , {Kopf,Zahl } }
• Faire Münze: P ( Kopf ) = P ( Zahl ) = 1

2
Impliziert P ( ∅ ) = 0, P ( {Kopf,Zahl } ) = 1

• Fairer Würfel: P ( 1 ) = · · · = P ( 6 ) = 1
6 (Rest impliziert)

• Ergebnis ist gerade: P ( { 2, 4, 6 } ) = P ( 2 ) + P ( 4 ) + P ( 6 ) = 1
2

• Ergebnis ist ≤ 3: P ( { 1, 2, 3 } ) = P ( 1 ) + P ( 2 ) + P ( 3 ) = 1
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition

Wenn P (B ) > 0, dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von
A gegeben B definiert als:

P (A | B ) =
P (A ∩ B )

P (B )
.

Beispiel

Zwei Würfel; W. dass Summe > 6 wenn erster Würfel = 3?

• Ω = { 1, . . . , 6 }2

• Summe > 6: A = { (a, b) ∈ Ω : a + b > 6 }
• Erster Würfel = 3: B = { (3, b) : 1 ≤ b ≤ 6 }
• A ∩ B = { (3, 4), (3, 5), (3, 6) }
• P (A | B ) = P (A ∩ B ) /P (B ) = 3

36/
6

36 = 1
2
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Unabhängigkeit

Definition

Zwei Ereignisse A und B sind unabhängig wenn
P (A ∩ B ) = P (A )P (B ).

Wenn P (B ) > 0, impliziert dass P (A | B ) = P (A ).

Beispiel

Zwei unabhängige Ereignisse

• Würfel gerade: A = { 2, 4, 6 }
• Würfel ≤ 4: B = { 1, 2, 3, 4 }:
• P (A ∩ B ) = P ( { 2, 4 } ) = 1

3 = 1
2 ·

2
3 = P (A )P (B )

Nicht unabhängig

• Würfel ungerade: C = { 1, 3, 5 }
• P (A ∩ C ) = P ( ∅ ) = 0 6= 1

2 ·
1
2 = P (A )P (C )

Disjunkt 6= unabhängig.
99 / 123



Bedingte Unabhängigkeit ?

Definition

Seien A,B,C Ereignisse mit P (C ) > 0. A und B sind bedingt
unabhängig gegeben C wenn

P (A ∩ B | C ) = P (A | C )P (B | C ) .

Beispiel

• Würfel gerade: A = { 2, 4, 6 }
• Würfel ≤ 3: B = { 1, 2, 3 }
• P (A ∩ B ) = 1

6 6=
1
2 ·

1
2 = P (A )P (B )

→ A und B sind nicht unabhängig

• Würfel kein Vielfaches von 3: C = { 1, 2, 4, 5 }
• P (A ∩ B | C ) = 1

4 = 1
2 ·

1
2 = P (A | C )P (B | C )

→ A und B sind bedingt unabhängig gegeben C
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Produktraum ?

Definition

Seien (Ω1, 2
Ω1 ,P1) und (Ω2, 2

Ω2 ,P2) zwei Wahrscheinlichkeits-
räume. Ihr Produktraum ist definiert als (Ω12, 2

Ω12 ,P12) mit
Ω12 = Ω1 × Ω2 und

P12 (A1 × A2 ) = P1 (A1 )P2 (A2 ) .

Beispiel: Zwei faire Würfel

• Ω1 = Ω2 = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 }
• Ω12 = { (1, 1), (1, 2), . . . , (6, 6) }
• Erster Würfel: A1 = { 1, 2, 3 } ⊆ Ω1

• Zweiter Würfel: A2 = { 2, 3, 4 } ⊆ Ω2

• P12 (A1 × A2 ) = P1 (A1 )P2 (A2 ) = 1
2 ·

1
2 = 1

4

Produkträume kombinieren die Ergebnisse verschiedener un-
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Zufallsvariable

Definition

Eine reelle Zufallsvariable ist eine Funktion X : Ω→ R. Wir
schreiben {X = x } bzw. {X ≤ x } für Ereignisse {ω : X (ω) = x }
bzw. {ω : X (ω) ≤ x }. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X
ist die Funktion fX : R→ [0, 1] gegeben durch fX (x) = P (X = x );
die Verteilungsfunktion ist gegeben durch FX (x) = P (X ≤ x ).

Beispiel: Zwei faire Würfel

• Summe der Ergebnisse: X ((a, b)) = a + b

• fX (6) = P (X = 6 ) = P ( { (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1) } ) = 5
36

• FX (3) = P (X ≤ 3 ) = P ( { (1, 1), (1, 2), (2, 1) } ) = 1
12

Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhängigkeit und bedingte
Unabhängigkeit lassen sich auf Zufallsvariablen übertragen.
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Erwartungswert

Definition

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X ist gegeben durch

E [X ] =
∑
x

x fX (x).

Wenn g : R→ R, dann

E [ g(X ) ] =
∑
x

g(x)fX (x).

Beispiel: Fairer Würfel (mit X Identitätsfunktion)

• E [X ] = 1 · 1
6 + 2 · 1

6 + · · ·+ 6 · 1
6 = 3.5

• Betrachte g(x) = bx/2c
• E [ g(x) ] = 0 · 1

6 + 1 · 1
6 + · · ·+ 3 · 1

6 = 1.5

• Aber: g(E [X ]) = 1
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“Flaw of averages”

Mittel korrekt, Varianz ignoriert. E [ g(X ) ] 6= g(E [X ])

Vorsicht mit Erwartungswerten!
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Bedingter Erwartungswert ?

Definition

Seien X und Y Zufallsvariablen. Der bedingte Erwartungswert von
Y gegeben X ist die Zufallsvariable ψ(X ) mit

ψ(x) = E [Y | X = x ] =
∑
y

y fY |X (y | x),

wobei fY |X (y | x) = P (Y = y | X = x ).

Beispiel

• Indikatorvariable: IA(ω) =

{
1 wenn ω ∈ A

0 sonst

• Fairer Würfel; setze X = Ieven = I{ 2,4,6 }; Y ist Identität

• E [Y | X = 1 ] = 1 · 0 + 2 · 1
3
+ 3 · 0 + 4 · 1

3
+ 5 · 0 + 6 · 1

3
= 4

• E [Y | X = 0 ] = 1 · 1
3
+ 2 · 0 + 3 · 1

3
+ 4 · 0 + 5 · 1

3
+ 6 · 0 = 3

• E [Y | X ](ω) =

{
4 if X (ω) = 1

3 if X (ω) = 0
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Wichtige Eigenschaften

Wir schreiben P (X ) für P (X = x ).

Theorem
P (A ∪ B ) = P (A ) + P (B )− P (A ∩ B )

P (Ac ) = 1− P (A )

Wenn B ⊇ A, P (B ) = P (A ) + P (B \ A ) ≥ P (A )

P (X ) =
∑
y

P (X ,Y = y ) (Summenregel)

P (X ,Y ) = P (Y | X )P (X ) (Produktregel)

P (A | B ) =
P (B | A )P (A )

P (B )
(Bayes’ Theorem)

E [ aX + b ] = aE [X ] + b (Linearität Erwartungswert)
E [X + Y ] = E [X ] + E [Y ]
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Das Sekretärinnenproblem

• Wir wollen eine Sekretärin einstellen

• Aber nicht irgendeine, sondern um jeden Preis die beste

• Jeden Tag interviewen wir eine Sekretärin und entscheiden uns
sofort

• Wenn sie besser geeignet ist,
I Feuern wir die aktuelle Sekretärin
I Und stellen die neue Sekretärin ein

• Dabei entstehen Kosten
I Kosten für das Interview: niedrig
I Kosten für das Einstellen: hoch

• Wieviel kostet es, immer die beste Sekretärin zu haben?
I Modelliert häufiges Berechnungsparadigma: Folge elementweise

untersuchen um Minimum/Maximum zu bestimmen; dabei Warten
des momentanen Gewinners

I Problem modelliert Anzahl der Änderungen der Gewinner
I Beispiel: die k kleinsten Elemente einer Folge ermitteln
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Das Sekretärinnenproblem (Pseudo-Code)

Hire-Assistant(n)
1: best ← 0 // candidate 0 is a least-qualified dummy candidate
2: for i ← 1 to n
3: interview candidate i // Kosten: ci
4: if candidate i is better than candidate best
5: best ← i
6: hire candidate i // Kosten: ch

• Wir nehmen an ci ≤ ch

• Analyse der Kosten ähnlich Analyse der Laufzeit
→ Zählen, wie oft bestimmte Operationen ausgeführt werden

• Wenn wir n Kandidaten interviewen und m davon einstellen, ist
die Laufzeit O(cin + chm)

• Aber was ist m?
I Worst Case: m = n, Kosten O(chn)
I Was passiert in einem “typischen” Fall?
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Probabilistische Analyse

• Probabilistische Analyse bedeutet, Wahrscheinlichkeitstheorie
zur Analyse eines Algorithmus zu verwenden (häufig: Laufzeit)

• Ansatz
I Wir treffen Annahmen über die Wahrscheinlichkeitsverteilung der

möglichen Eingaben
I Wir analysieren dann die erwartete Laufzeit

• Average Case-Laufzeit timeA : N −→ N,

timeA(n) = Ex∈PnXn [ timeA(x) ]

für eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Pn über Eingaben Xn

• Wahl der Verteilung Pn muss sorgfältig erfolgen
I Probabilistische Analyse nur anwendbar, wenn sinnvolle Verteilung

bestimmt werden kann
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Zufallspermutation

• Für das Sekretärinnenproblem können wir annehmen, dass die
Reihenfolge der n Sekretärinnen zufällig ist

• Vereinfachende Annahme: Für jedes Kandidatenpaar können wir
bestimmen, welcher Kandidat besser geeignet ist
→ Totale Ordnung

• Rang eines Kandidaten = Position in der sortierten
Kandidatenliste
I Am wenigsten geeignete Kandidate hat Rang 1
I Am besten geeigneter Kandidat hat Rang n

• Ränge der Eingaben 〈rank(1), rank(2), . . . , rank(n)〉 sind
Permutation von 〈1, 2, . . . , n〉
• Zufällige Reihenfolge = Zufallspermutation

I Jede der n! Permutationen mit gleicher Wahrscheinlichkeit
I Für jede Permutation sn ∈ Sn ist P ( sn ) = 1/n!
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Indikatorvariablen (1)

Definition

Sei A ein Ereignis. Die Indikatorvariable IA für A ist gegeben
durch

IA =

{
1 wenn A eintritt

0 wenn A nicht eintritt.

Beispiel (Münzwurf)

• Stichprobenraum: Ω = {Kopf,Zahl }
• P ( Kopf ) = P ( Zahl ) = 1/2

• IKopf =

{
1 wenn Kopf auftritt

0 wenn Zahl auftritt

• Erwartete Anzahl “Köpfe” pro Wurf

E [ IKopf ] = 1 · P ( Kopf ) + 0 · P ( Zahl ) = P ( Kopf )
112 / 123



Indikatorvariablen (2)

Lemma

Es gilt E [ IA ] = P (A ).

• Indikatorvariablen sind nützlich, um Erwartungswerte zu
berechnen (insbesondere wenn Abhängigkeiten bestehen können)
• Beispiel: n Münzwürfe

I Sei X die Anzahl der Köpfe; Erwartungswert ist

E [X ] =
n∑

i=0

i P (X = i ) =
n∑

i=0

i

(
n

i

)(
1

2

)i (
1

2

)n−i

I Das kann man mit Indikatorvariablen einfacher berechnen
I Sei Xi = Ii-ter Wurf ist Kopf

I Beobachte: X =
∑n

i=1 Xi

I Somit

E [X ] = E
[ n∑

i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

E [Xi ] =
n∑

i=1

1

2
=

n

2
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Analyse des Sekretärinnenproblems (1)

Wie oft stellen wir eine neue Sekretärin ein?

• Annahme: zufällige Reihenfolge

• X = Anzahl der Einstellungen

• Xi =

{
1 Kandidat i wird eingestellt

0 Kandidat i wird nicht eingestellt

• X =
∑n

i=1 Xi

• Wir wissen das E [Xi ] = P ( Kandidat i wird eingestellt )
I Betrachte die ersten i Kandidaten
I Einer dieser Kandidaten ist der Beste bisher
I Da die Reihenfolge zufällig ist, ist das Kandidat i mit

Wahrscheinlichkeit 1/i
I Also E [Xi ] = 1/i
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Analyse des Sekretärinnenproblems (2)

• Somit

E [X ] = E
[ n∑

i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

E [Xi ] =
n∑

i=1

1

i
= ln n + O(1)

• Wir interviewen also n Kandidaten, stellen aber im Schnitt nur
≈ ln n ein

• Das ist deutlich weniger als der Worst Case

Lemma

Unter der Annahme zufälliger Kandidatenreihenfolge hat
Hire-Assistant Average Case-Einstellungskosten von O(ch ln n).
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Analyse des Sekretärinnenproblems (3)

• Algorithmus ist deterministisch

• Einstellungskosten für gleiche Eingabe immer gleich

• Insbesondere: Hängen nur von 〈rank(1), rank(2), . . . , rank(n)〉
ab

• Einige Rangpermutationen haben hohe Kosten, z.B. 〈1, 2, . . . , n〉
• Einige Rangpermutationen haben niedrige Kosten, z.B. 〈n, ...〉
• Andere sind dazwischen
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Randomisierte Algorithmen

• Für die probabilistische Analyse müssen wir die
Eingabeverteilung angeben → oft schwierig

• Wahrscheinlichkeit und Zufall sind aber auch im
Algorithmenentwurf nützlich

• Algorithmen, deren Abarbeitung “vom Zufall abhängt”, nennt
man randomisierte Algorithmen
I Verhalten bestimmt durch Eingabe...
I und von Werten, die von einem Zufallszahlengenerator erzeugt

werden

• Hier: Random(a, b) liefert ganzzahlige Zufallszahl in [a, b]
I Jede Zahl mit gleicher Wahrscheinlichkeit (1/(b − a + 1))
I Wiederholte Aufrufe unabhängig
I In Praxis oft durch Pseudo-Zufallszahlengenerator

implementiert (deterministisch, aber Werte sehen “zufällig” aus)

• Erwartete Laufzeit ist Erwartungswert der Laufzeit über die
Zufallszahlenverteilung
I Vgl. Average Case: Erwartungswert über Eingabenverteilung
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Randomisierung des Sekretärinnenproblems (1)

Idee: Anstatt Eingabeverteilung anzunehmen, erzwingen wir sie
und permutieren die Kandidaten zufällig vor dem ersten Interview.

Randomized-Hire-Assistant(n)
1: randomly permute list of candidates
2: best ← 0 // candidate 0 is a least-qualified dummy candidate
3: for i ← 1 to n
4: interview candidate i // Kosten: ci
5: if candidate i is better than candidate best
6: best ← i
7: hire candidate i // Kosten: ch
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Randomisierung des Sekretärinnenproblems (2)

• Wir erwarten immer noch O(ln n) Einstellungen

• Aber jetzt: wir erwarten dies für jede Eingabe anstatt für
Eingaben mit einer bestimmten Verteilung
I Selbst bei gleichen Eingaben kann Anzahl der Einstellungen in

jeder Ausführung des Algorithmus variieren
I Hier und oft: keine bestimmte Eingabe erzwingt das Worst

Case-Verhalten (d.h. es gibt keine schlechten Eingaben)
I Algorithmus nur dann schlecht, wenn zufällige Permutation

ungünstig ausgefallen

Lemma

Randomized-Hire-Assistant hat erwartete Einstellungskosten
von O(ch ln n).
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Erzeugen von Zufallspermutation

Randomize-In-Place(A, n)
1: for i ← 1 to n
2: swap A[i ] with A[Random(i,n)]

• In Iteration i wählen wir ein zufälliges, noch nicht ausgewähltes
Element für A[i ] aus

• Laufzeit: O(1) per Iteration, O(n) gesamt

• Auch Fischer-Yates shuffle oder Knuth shuffle genannt
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Outline

1. Einführung

2. Beispiel: Insertion Sort

3. Beispiel: Merge Sort

4. Wachstumsordnung

5. Rekurrenzen

6. Wahrscheinlichkeit und Zufall
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Zum Nachlesen

• CLRS, Ch. 1, The Role of Algorithms in Computing

• CLRS, Ch. 2, Getting Started

• CLRS, Ch. 3, Growth of Functions

• CLRS, Ch. 4, Divide-and-Conquer

• CLRS, Ch. 5, Probabilistic Analysis

• CLRS, App. A, Summations

• CLRS, App. B, Sets, Etc.

• CLRS, App. C, Counting and Probability
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Das Sortierproblem

Eingabe

Folge von n Elementen

〈a1, a2, . . . , an〉

aus einer geordneten Menge M

Ausgabe

Permutation (Umordnung)

〈aπ(1), aπ(2), . . . , aπ(n)〉

der Elemente so dass aπ(1) ≤ aπ(2) ≤ · · · ≤ aπ(n), π ∈ Sn
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Die Struktur der Daten

• In der Praxis sortiert man typischerweise Datensätze (Tupel,
records) nach einem Schlüssel (key)
I z.B. Personendatensätze nach Namen
I z.B. E-Mails nach Zeit
I z.B. Hotels nach Preis

• Sortieralgorithmen permutieren Datensätze oder Zeiger auf
Datensätze
I Letzteres spart Kopierkosten für große Datensätze

• Wir formulieren Sortieralgorithmen aber mit Zahlen
I Umformulierung/Umkodierung für konkretes Problem notwendig
I Algorithmus ist Abstraktion
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Warum Sortieralgorithmen?

• Manche Anwendungen müssen inherent Daten sortieren

• Viele Algorithmen verwenden Sortieren als Unteroperation

• Wichtige Techniken des Algorithmenentwurfs sowie wichtige
Datenstrukturen finden sich in den vielen existierenden
Sortieralgorithmen wieder

• Untere Schranke für Laufzeitkomplexität beweisbar
→ untere Schranke für bestimmte andere Probleme

• Implementation von Sortieralgorithmen system- und
datenabhängig; davon abstrahieren wir

4 / 123



Übersicht

Algorithmus Worst Case-Laufzeit Average Case-/erwartete Laufzeit

Insertion Sort Θ(n2) Θ(n2)
Merge Sort Θ(n lg n) Θ(n lg n)
Heapsort Θ(n lg n)
Quicksort Θ(n2) Θ(n lg n)
Counting Sort O(n + k) O(n + k)
Radix Sort O(d(n + k)) O(d(n + k))
Bucket Sort O(n2) O(n)

• Heapsort und Quicksort sortieren in place (Merge-Sort nicht)
I Quicksort einer der schnellsten Algorithmen in der Praxis

• Untere Schranke Ω(n lg n) für vergleichsbasiertes Sortieren
• Geschlagen durch

I Counting-Sort für n Zahlen aus { 1, . . . , k }
I Radix-Sort für n Zahlen bestehend aus d Ziffern mit je k

möglichen Werten
I Bucket-Sort für reelle Zahlen mit bekannter Verteilung
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Outline

1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort

4. Untere Schranke

5. Sortieren in Linearzeit
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1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort

4. Untere Schranke

5. Sortieren in Linearzeit

7 / 123



Freier Baum, Wald

Definition

Ein freier Baum (free tree) ist ein verbundener, azyklischer,
ungerichteter Graph. Wenn ein ungerichteter Graph azyklisch aber
möglicherweise nicht verbunden ust, heißt er Wald (forrest).

Wenn wir sagen, dass ein Graph ein Baum ist, meinen wir einen
freien Baum.

Beispiel1174 Appendix B Sets, Etc.

(a) (b) (c)

Figure B.4 (a) A free tree. (b) A forest. (c) A graph that contains a cycle and is therefore neither
a tree nor a forest.

for trees also work for forests. Figure B.4(a) shows a free tree, and Figure B.4(b)
shows a forest. The forest in Figure B.4(b) is not a tree because it is not connected.
The graph in Figure B.4(c) is connected but neither a tree nor a forest, because it
contains a cycle.

The following theorem captures many important facts about free trees.

Theorem B.2 (Properties of free trees)
Let G D .V; E/ be an undirected graph. The following statements are equivalent.

1. G is a free tree.

2. Any two vertices in G are connected by a unique simple path.

3. G is connected, but if any edge is removed from E, the resulting graph is dis-
connected.

4. G is connected, and jEj D jV j � 1.

5. G is acyclic, and jEj D jV j � 1.

6. G is acyclic, but if any edge is added to E, the resulting graph contains a cycle.

Proof (1)) (2): Since a tree is connected, any two vertices in G are connected
by at least one simple path. Suppose, for the sake of contradiction, that vertices u

and � are connected by two distinct simple paths p1 and p2, as shown in Figure B.5.
Let w be the vertex at which the paths first diverge; that is, w is the first vertex
on both p1 and p2 whose successor on p1 is x and whose successor on p2 is y,
where x ¤ y. Let ´ be the first vertex at which the paths reconverge; that is, ´ is
the first vertex following w on p1 that is also on p2. Let p0 be the subpath of p1

from w through x to ´, and let p00 be the subpath of p2 from w through y to ´.
Paths p0 and p00 share no vertices except their endpoints. Thus, the path obtained by
concatenating p0 and the reverse of p00 is a cycle, which contradicts our assumption
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1. G is a free tree.

2. Any two vertices in G are connected by a unique simple path.

3. G is connected, but if any edge is removed from E, the resulting graph is dis-
connected.

4. G is connected, and jEj D jV j � 1.
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6. G is acyclic, but if any edge is added to E, the resulting graph contains a cycle.
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Let w be the vertex at which the paths first diverge; that is, w is the first vertex
on both p1 and p2 whose successor on p1 is x and whose successor on p2 is y,
where x ¤ y. Let ´ be the first vertex at which the paths reconverge; that is, ´ is
the first vertex following w on p1 that is also on p2. Let p0 be the subpath of p1
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concatenating p0 and the reverse of p00 is a cycle, which contradicts our assumption

Freier Baum, Wald Wald
Weder freier Baum

noch Wald
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Charakterisierung

Theorem

Sei G = (V ,E ) ein ungerichteter Graph. Die folgenden Aussagen
sind äquivalent:

1. G ist ein freier Baum.

2. Jedes Knotenpaar in G ist durch genau einen einfachen Pfad
verbunden.

3. G ist verbunden, aber wenn eine Kante entfernt wird, ist der
resultierende Graph nicht verbunden.

4. G ist verbunden und |E | = |V | − 1.

5. G ist azyklisch und |E | = |V | − 1.

6. G ist azyklisch, aber wenn eine Kante hinzugefügt wird, ist der
resultierende Graph zyklisch.
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Wurzelbaum

Definition

Ein Wurzelbaum (rooted tree) ist ein freier Baum, in dem ein
Knoten als Wurzelknoten (root) ausgezeichnet ist.

Wir zeichnen den Wurzelknoten oben.

B.5 Trees 1177
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Figure B.6 Rooted and ordered trees. (a) A rooted tree with height 4. The tree is drawn in a
standard way: the root (node 7) is at the top, its children (nodes with depth 1) are beneath it, their
children (nodes with depth 2) are beneath them, and so forth. If the tree is ordered, the relative left-
to-right order of the children of a node matters; otherwise it doesn’t. (b) Another rooted tree. As a
rooted tree, it is identical to the tree in (a), but as an ordered tree it is different, since the children of
node 3 appear in a different order.

The number of children of a node x in a rooted tree T equals the degree of x.6

The length of the simple path from the root r to a node x is the depth of x in T .
A level of a tree consists of all nodes at the same depth. The height of a node in a
tree is the number of edges on the longest simple downward path from the node to
a leaf, and the height of a tree is the height of its root. The height of a tree is also
equal to the largest depth of any node in the tree.

An ordered tree is a rooted tree in which the children of each node are ordered.
That is, if a node has k children, then there is a first child, a second child, . . . ,
and a kth child. The two trees in Figure B.6 are different when considered to be
ordered trees, but the same when considered to be just rooted trees.

B.5.3 Binary and positional trees

We define binary trees recursively. A binary tree T is a structure defined on a finite
set of nodes that either

� contains no nodes, or

6Notice that the degree of a node depends on whether we consider T to be a rooted tree or a free tree.
The degree of a vertex in a free tree is, as in any undirected graph, the number of adjacent vertices.
In a rooted tree, however, the degree is the number of children—the parent of a node does not count
toward its degree.
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Begriffe (1)

Betrachte einen Knoten v in einem Baum T mit Wurzel w .

• Jeder Knoten t auf einem Pfad von w zu v heisst
Vorgänger (ancestor) von v

• Falls t ein Vorgänger von v ist, so heisst v
Nachfolger (descendant) von t

• Jeder Knoten ist Vorgänger und Nachfolger von sich selbst

• Ist v 6= t, so sprechen wir von echten
Vorgängern und Nachfolgern

• Der Teilbaum des Knotens v ist
der von den Nachfolgern von v
induzierte Teilbaum von T
(d.h. alle Nachfolger und die
sie verbindenden Kanten)
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Figure B.6 Rooted and ordered trees. (a) A rooted tree with height 4. The tree is drawn in a
standard way: the root (node 7) is at the top, its children (nodes with depth 1) are beneath it, their
children (nodes with depth 2) are beneath them, and so forth. If the tree is ordered, the relative left-
to-right order of the children of a node matters; otherwise it doesn’t. (b) Another rooted tree. As a
rooted tree, it is identical to the tree in (a), but as an ordered tree it is different, since the children of
node 3 appear in a different order.

The number of children of a node x in a rooted tree T equals the degree of x.6

The length of the simple path from the root r to a node x is the depth of x in T .
A level of a tree consists of all nodes at the same depth. The height of a node in a
tree is the number of edges on the longest simple downward path from the node to
a leaf, and the height of a tree is the height of its root. The height of a tree is also
equal to the largest depth of any node in the tree.

An ordered tree is a rooted tree in which the children of each node are ordered.
That is, if a node has k children, then there is a first child, a second child, . . . ,
and a kth child. The two trees in Figure B.6 are different when considered to be
ordered trees, but the same when considered to be just rooted trees.

B.5.3 Binary and positional trees

We define binary trees recursively. A binary tree T is a structure defined on a finite
set of nodes that either

� contains no nodes, or

6Notice that the degree of a node depends on whether we consider T to be a rooted tree or a free tree.
The degree of a vertex in a free tree is, as in any undirected graph, the number of adjacent vertices.
In a rooted tree, however, the degree is the number of children—the parent of a node does not count
toward its degree.



Begriffe (2)

• Falls (p, v) die letzte Kante im Pfad von w nach v ist, so heisst
p Vaterknoten/Elternknoten (parent) von v und v heisst
Sohnknoten/Kindknoten (child) von p

• Falls v und t denselben Vaterknoten haben, so heissen sie
Geschwisterknoten (sibling)

• Die Wurzel ist der einzige Knoten ohne Vaterknoten

• Knoten ohne Kindknoten heissen
äussere Knoten oder Blattknoten

• Alle anderen Knoten heissen
innere Knoten

• Die Anzahl der Sohnknoten
eines Knotens v heisst
Grad von v
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Figure B.6 Rooted and ordered trees. (a) A rooted tree with height 4. The tree is drawn in a
standard way: the root (node 7) is at the top, its children (nodes with depth 1) are beneath it, their
children (nodes with depth 2) are beneath them, and so forth. If the tree is ordered, the relative left-
to-right order of the children of a node matters; otherwise it doesn’t. (b) Another rooted tree. As a
rooted tree, it is identical to the tree in (a), but as an ordered tree it is different, since the children of
node 3 appear in a different order.

The number of children of a node x in a rooted tree T equals the degree of x.6

The length of the simple path from the root r to a node x is the depth of x in T .
A level of a tree consists of all nodes at the same depth. The height of a node in a
tree is the number of edges on the longest simple downward path from the node to
a leaf, and the height of a tree is the height of its root. The height of a tree is also
equal to the largest depth of any node in the tree.

An ordered tree is a rooted tree in which the children of each node are ordered.
That is, if a node has k children, then there is a first child, a second child, . . . ,
and a kth child. The two trees in Figure B.6 are different when considered to be
ordered trees, but the same when considered to be just rooted trees.

B.5.3 Binary and positional trees

We define binary trees recursively. A binary tree T is a structure defined on a finite
set of nodes that either

� contains no nodes, or

6Notice that the degree of a node depends on whether we consider T to be a rooted tree or a free tree.
The degree of a vertex in a free tree is, as in any undirected graph, the number of adjacent vertices.
In a rooted tree, however, the degree is the number of children—the parent of a node does not count
toward its degree.



Begriffe (3)

• Die Länge des Pfades (Anzahl Kanten) von w nach v heisst
Tiefe (Ebene, Level, depth) von v

• Die maximale Tiefe eines Knoten heisst Höhe (height) von T

• Die Höhe eines Knoten v ist längster einfacher Pfad von v zu
einem Nachfolgerblatt (Beachte: Alle Blätter haben Höhe 0)
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Figure B.6 Rooted and ordered trees. (a) A rooted tree with height 4. The tree is drawn in a
standard way: the root (node 7) is at the top, its children (nodes with depth 1) are beneath it, their
children (nodes with depth 2) are beneath them, and so forth. If the tree is ordered, the relative left-
to-right order of the children of a node matters; otherwise it doesn’t. (b) Another rooted tree. As a
rooted tree, it is identical to the tree in (a), but as an ordered tree it is different, since the children of
node 3 appear in a different order.

The number of children of a node x in a rooted tree T equals the degree of x.6

The length of the simple path from the root r to a node x is the depth of x in T .
A level of a tree consists of all nodes at the same depth. The height of a node in a
tree is the number of edges on the longest simple downward path from the node to
a leaf, and the height of a tree is the height of its root. The height of a tree is also
equal to the largest depth of any node in the tree.

An ordered tree is a rooted tree in which the children of each node are ordered.
That is, if a node has k children, then there is a first child, a second child, . . . ,
and a kth child. The two trees in Figure B.6 are different when considered to be
ordered trees, but the same when considered to be just rooted trees.

B.5.3 Binary and positional trees

We define binary trees recursively. A binary tree T is a structure defined on a finite
set of nodes that either

� contains no nodes, or

6Notice that the degree of a node depends on whether we consider T to be a rooted tree or a free tree.
The degree of a vertex in a free tree is, as in any undirected graph, the number of adjacent vertices.
In a rooted tree, however, the degree is the number of children—the parent of a node does not count
toward its degree.
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Geordneter Baum

Definition

Ein geordneter Baum ist ein Wurzelbaum, bei dem die
Kindknoten geordnet sind.

Wir sprechen vom vom 1., 2., bis zum k-ten Sohn.

Beispiel

• Als Wurzelbäume sind beide Bäume identisch

• Als geordnete Bäume sind sie aber verschieden
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Figure B.6 Rooted and ordered trees. (a) A rooted tree with height 4. The tree is drawn in a
standard way: the root (node 7) is at the top, its children (nodes with depth 1) are beneath it, their
children (nodes with depth 2) are beneath them, and so forth. If the tree is ordered, the relative left-
to-right order of the children of a node matters; otherwise it doesn’t. (b) Another rooted tree. As a
rooted tree, it is identical to the tree in (a), but as an ordered tree it is different, since the children of
node 3 appear in a different order.

The number of children of a node x in a rooted tree T equals the degree of x.6

The length of the simple path from the root r to a node x is the depth of x in T .
A level of a tree consists of all nodes at the same depth. The height of a node in a
tree is the number of edges on the longest simple downward path from the node to
a leaf, and the height of a tree is the height of its root. The height of a tree is also
equal to the largest depth of any node in the tree.

An ordered tree is a rooted tree in which the children of each node are ordered.
That is, if a node has k children, then there is a first child, a second child, . . . ,
and a kth child. The two trees in Figure B.6 are different when considered to be
ordered trees, but the same when considered to be just rooted trees.

B.5.3 Binary and positional trees

We define binary trees recursively. A binary tree T is a structure defined on a finite
set of nodes that either

� contains no nodes, or

6Notice that the degree of a node depends on whether we consider T to be a rooted tree or a free tree.
The degree of a vertex in a free tree is, as in any undirected graph, the number of adjacent vertices.
In a rooted tree, however, the degree is the number of children—the parent of a node does not count
toward its degree.
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Figure B.6 Rooted and ordered trees. (a) A rooted tree with height 4. The tree is drawn in a
standard way: the root (node 7) is at the top, its children (nodes with depth 1) are beneath it, their
children (nodes with depth 2) are beneath them, and so forth. If the tree is ordered, the relative left-
to-right order of the children of a node matters; otherwise it doesn’t. (b) Another rooted tree. As a
rooted tree, it is identical to the tree in (a), but as an ordered tree it is different, since the children of
node 3 appear in a different order.

The number of children of a node x in a rooted tree T equals the degree of x.6

The length of the simple path from the root r to a node x is the depth of x in T .
A level of a tree consists of all nodes at the same depth. The height of a node in a
tree is the number of edges on the longest simple downward path from the node to
a leaf, and the height of a tree is the height of its root. The height of a tree is also
equal to the largest depth of any node in the tree.

An ordered tree is a rooted tree in which the children of each node are ordered.
That is, if a node has k children, then there is a first child, a second child, . . . ,
and a kth child. The two trees in Figure B.6 are different when considered to be
ordered trees, but the same when considered to be just rooted trees.

B.5.3 Binary and positional trees

We define binary trees recursively. A binary tree T is a structure defined on a finite
set of nodes that either

� contains no nodes, or

6Notice that the degree of a node depends on whether we consider T to be a rooted tree or a free tree.
The degree of a vertex in a free tree is, as in any undirected graph, the number of adjacent vertices.
In a rooted tree, however, the degree is the number of children—the parent of a node does not count
toward its degree.
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Binärbaum (1)

Definition

Ein Binärbaum ist eine Struktur auf einer endlichen
Knotenmenge, die entweder

• keine Knoten enthält (leerer Baum) oder

• aus drei disjunkten Teilmengen zusammengesetzt ist: einem
Wurzelknoten w und zwei Binärbäumen genannt linker
Teilbaum und rechter Teilbaum.

• Für einen Knoten v sprechen wir von rechtem und linkem
Sohn für die Wurzeln nicht-leerer linker und rechter Teilbäume

• Selbst wenn ein Knoten nur einen Sohn hat, ist dieser entweder
linker oder rechter Sohn (somit ist ein Binärbaum mehr als ein
geordneter Baum)

• Verallgemeinerung: k-äre Bäume mit k positionierten
Teilbäumen
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Binärbaum (2)

Beispiel

• Als Wurzelbäume/geordnete Bäume sind beide Bäume gleich

• Als Binärbäume sind sie aber verschieden
1178 Appendix B Sets, Etc.
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Figure B.7 Binary trees. (a) A binary tree drawn in a standard way. The left child of a node is
drawn beneath the node and to the left. The right child is drawn beneath and to the right. (b)A binary
tree different from the one in (a). In (a), the left child of node 7 is 5 and the right child is absent.
In (b), the left child of node 7 is absent and the right child is 5. As ordered trees, these trees are
the same, but as binary trees, they are distinct. (c) The binary tree in (a) represented by the internal
nodes of a full binary tree: an ordered tree in which each internal node has degree 2. The leaves in
the tree are shown as squares.

� is composed of three disjoint sets of nodes: a root node, a binary tree called its
left subtree, and a binary tree called its right subtree.

The binary tree that contains no nodes is called the empty tree or null tree, some-
times denoted NIL. If the left subtree is nonempty, its root is called the left child of
the root of the entire tree. Likewise, the root of a nonnull right subtree is the right
child of the root of the entire tree. If a subtree is the null tree NIL, we say that the
child is absent or missing. Figure B.7(a) shows a binary tree.

A binary tree is not simply an ordered tree in which each node has degree at
most 2. For example, in a binary tree, if a node has just one child, the position
of the child—whether it is the left child or the right child—matters. In an or-
dered tree, there is no distinguishing a sole child as being either left or right. Fig-
ure B.7(b) shows a binary tree that differs from the tree in Figure B.7(a) because of
the position of one node. Considered as ordered trees, however, the two trees are
identical.

We can represent the positioning information in a binary tree by the internal
nodes of an ordered tree, as shown in Figure B.7(c). The idea is to replace each
missing child in the binary tree with a node having no children. These leaf nodes
are drawn as squares in the figure. The tree that results is a full binary tree: each
node is either a leaf or has degree exactly 2. There are no degree-1 nodes. Conse-
quently, the order of the children of a node preserves the position information.

We can extend the positioning information that distinguishes binary trees from
ordered trees to trees with more than 2 children per node. In a positional tree, the
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Vollständige k-äre Bäume

Definition

Ein k-ärer Baum der Höhe h heißt vollständig (complete), wenn
jedes Blatt Höhe h besitzt und jeder innere Knoten Grad k besitzt.

• Besteht aus (kh+1 − 1)/(k − 1) Knoten
I kh Blattknoten
I (kh − 1)/(k − 1) innere Knoten

• Ein vollständiger k-ärer Baum mit n Blättern hat Höhe logk n
• Ein k-ärer Baum der Höhe h hat höchstens kh Blätter und

höchstens (kh+1 − 1)/(k − 1) KnotenB.5 Trees 1179

height = 3

depth 0

depth 1

depth 2

depth 3

Figure B.8 A complete binary tree of height 3 with 8 leaves and 7 internal nodes.

children of a node are labeled with distinct positive integers. The i th child of a
node is absent if no child is labeled with integer i . A k-ary tree is a positional tree
in which for every node, all children with labels greater than k are missing. Thus,
a binary tree is a k-ary tree with k D 2.

A complete k-ary tree is a k-ary tree in which all leaves have the same depth
and all internal nodes have degree k. Figure B.8 shows a complete binary tree of
height 3. How many leaves does a complete k-ary tree of height h have? The root
has k children at depth 1, each of which has k children at depth 2, etc. Thus, the
number of leaves at depth h is kh. Consequently, the height of a complete k-ary
tree with n leaves is logk n. The number of internal nodes of a complete k-ary tree
of height h is

1C k C k2 C � � � C kh�1 D
h�1X
iD0

ki

D kh � 1

k � 1

by equation (A.5). Thus, a complete binary tree has 2h � 1 internal nodes.

Exercises

B.5-1
Draw all the free trees composed of the three vertices x, y, and ´. Draw all the
rooted trees with nodes x, y, and ´ with x as the root. Draw all the ordered trees
with nodes x, y, and ´ with x as the root. Draw all the binary trees with nodes x,
y, and ´ with x as the root.

17 / 123



Outline

1. Bäume

2. Heapsort
2.1 Heap
2.2 Heapsort
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Heapsort

Die wichtigsten Eigenschaften von Heapsort in Kürze:

• Worst Case: O(n lg n)

• In-place

• Benutzte Datenstruktur: Heap

Die besten Eigenschaften von Merge Sort (O(n lg n)) und Insertion
Sort (in place) werden somit kombiniert.

Ein Heap wird in vielen Algorithmen benötigt, z.B.:

• Prioritätswarteschlangen (priority queues)

• Selektion der k kleinsten Elemente (Übung)
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Heap

Ein binärer Heap ist ein “fast vollständiger” binärer Baum:

• Alle Ebenen ausser der möglicherweise der unteresten sind
vollständig gefüllt

• Die unterste Ebene ist von links nach rechts gefüllt

• Ein Heap mit n Elementen hat Höhe blg(n)c = Θ(lg n)
152 Chapter 6 Heapsort
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Figure 6.1 A max-heap viewed as (a) a binary tree and (b) an array. The number within the circle
at each node in the tree is the value stored at that node. The number above a node is the corresponding
index in the array. Above and below the array are lines showing parent-child relationships; parents
are always to the left of their children. The tree has height three; the node at index 4 (with value 8)
has height one.

PARENT.i/

1 return bi=2c

LEFT.i/

1 return 2i

RIGHT.i/

1 return 2i C 1

On most computers, the LEFT procedure can compute 2i in one instruction by
simply shifting the binary representation of i left by one bit position. Similarly, the
RIGHT procedure can quickly compute 2iC1 by shifting the binary representation
of i left by one bit position and then adding in a 1 as the low-order bit. The
PARENT procedure can compute bi=2c by shifting i right one bit position. Good
implementations of heapsort often implement these procedures as “macros” or “in-
line” procedures.

There are two kinds of binary heaps: max-heaps and min-heaps. In both kinds,
the values in the nodes satisfy a heap property, the specifics of which depend on
the kind of heap. In a max-heap, the max-heap property is that for every node i

other than the root,

AŒPARENT.i/� � AŒi� ;

that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
element in a max-heap is stored at the root, and the subtree rooted at a node contains
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Heap als Array (1)

Ein Heap kann als ein Array repräsentiert werden.

• Knoten entsprechen Arrayelementen

• Ebenenweise abgelegt

• Wurzel → Position 1

• Kinder der Wurzel → Positionen 2 und 3

• Kinder der Kinder der Wurzel
→ Positionen 4, 5, 6 und 7

• . . .
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that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
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the kind of heap. In a max-heap, the max-heap property is that for every node i

other than the root,

AŒPARENT.i/� � AŒi� ;

that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
element in a max-heap is stored at the root, and the subtree rooted at a node contains



Heap als Array (2)

Sei A ein Array, dass einen Heap repräsentiert.

• Zwei Attribute
I A.length: Größe des Arrays (Anzahl Speicherplätze)
I A.heap-size: Größe des Heaps (Anzahl Knoten)

• A.heap-size ≤ A.length

• Nur das Teilarray A[1 . .A.heap-size]
gehört zum Heap

• Left(i): return 2i

• Right(i): return 2i + 1

• Parent(i): return bi/2c
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the kind of heap. In a max-heap, the max-heap property is that for every node i
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that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
element in a max-heap is stored at the root, and the subtree rooted at a node contains



Heap-Eigenschaft

Definition

Für Heaps gilt eine Heap-Eigenschaft. Für jeden Knoten i ausser
der Wurzel gilt:

• Bei einem Max-Heap: A[Parent(i)] ≥ A[i ],

• Bei einem Min-Heap: A[Parent(i)] ≤ A[i ].

• In einem Max-Heap steht das
größte Element in der Wurzel

• In einem Min-Heap das
kleinste Element
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Heap-Operationen

Wir betrachten einen Max-Heap der Größe n.

Für das Sortieren

• Max-Heapify, O(lg n)
Hält Heap-Eigenschaft aufrecht

• Build-Max-Heap, O(n)
Erstellt einen Heap aus einem Array

• Heapsort, O(n lg n)
Sortiert ein Array in-place

Für Prioritätswarteschlangen

• Extract-Max, O(lg n)
Liefert und entfernt Maximum der im Heap gespeicherten Werte

• Insert, O(lg n)
Fügt Element in Heap ein
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Max-Heapify

Ziel

• Herstellen/Erhalten der Max-Heap-Eigenschaft

• Für alle i ausser der Wurzel: A[Parent(i)] ≥ A[i ]

Funktion

• Gegeben: ein i

• Vorher: A[i ] kann kleiner als Sohn sein

• Annahme: Linke und rechte Teilbäume von i sind Max-Heaps

• Max-Heapify lässt A[i ] “nach unten sinken”

• Nachher: Teilbaum mit Wurzel i ist Heap
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Max-Heapify (Pseudo-Code)

Max-Heapify(A, i)
1: l ← Left(i)
2: r ← Right(i)
3: if l ≤ A.heap-size and A[l ] > A[i ]
4: largest ← l
5: else
6: largest ← i

7: if r ≤ A.heap-size and A[r ] > A[largest]
8: largest ← r

9: if largest 6= i
10: exchange A[i ] with A[largest]
11: Max-Heapify(A, largest)

• Z. 1–8: Vergleiche A[i ], A[Left(i)] und A[Right(i)]
• Z. 9–11: Wenn notwendig, vertausche A[i ] mit dem größeren

seiner Kinder und wiederhole am entsprechenden Teilbaum
• Wiederholung endet wenn Teilbaum ein Max-Heap
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Beispiel (1)
6.2 Maintaining the heap property 155
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Figure 6.2 The action of MAX-HEAPIFY.A; 2/, where A:heap-size D 10. (a) The initial con-
figuration, with AŒ2� at node i D 2 violating the max-heap property since it is not larger than
both children. The max-heap property is restored for node 2 in (b) by exchanging AŒ2� with AŒ4�,
which destroys the max-heap property for node 4. The recursive call MAX-HEAPIFY.A; 4/ now
has i D 4. After swapping AŒ4� with AŒ9�, as shown in (c), node 4 is fixed up, and the recursive call
MAX-HEAPIFY.A; 9/ yields no further change to the data structure.

children to satisfy the max-heap property. The node indexed by largest, however,
now has the original value AŒi�, and thus the subtree rooted at largest might violate
the max-heap property. Consequently, we call MAX-HEAPIFY recursively on that
subtree.

The running time of MAX-HEAPIFY on a subtree of size n rooted at a given
node i is the ‚.1/ time to fix up the relationships among the elements AŒi�,
AŒLEFT.i/�, and AŒRIGHT.i/�, plus the time to run MAX-HEAPIFY on a subtree
rooted at one of the children of node i (assuming that the recursive call occurs).
The children’s subtrees each have size at most 2n=3—the worst case occurs when
the bottom level of the tree is exactly half full—and therefore we can describe the
running time of MAX-HEAPIFY by the recurrence

T .n/ � T .2n=3/C‚.1/ :
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Figure 6.2 The action of MAX-HEAPIFY.A; 2/, where A:heap-size D 10. (a) The initial con-
figuration, with AŒ2� at node i D 2 violating the max-heap property since it is not larger than
both children. The max-heap property is restored for node 2 in (b) by exchanging AŒ2� with AŒ4�,
which destroys the max-heap property for node 4. The recursive call MAX-HEAPIFY.A; 4/ now
has i D 4. After swapping AŒ4� with AŒ9�, as shown in (c), node 4 is fixed up, and the recursive call
MAX-HEAPIFY.A; 9/ yields no further change to the data structure.

children to satisfy the max-heap property. The node indexed by largest, however,
now has the original value AŒi�, and thus the subtree rooted at largest might violate
the max-heap property. Consequently, we call MAX-HEAPIFY recursively on that
subtree.

The running time of MAX-HEAPIFY on a subtree of size n rooted at a given
node i is the ‚.1/ time to fix up the relationships among the elements AŒi�,
AŒLEFT.i/�, and AŒRIGHT.i/�, plus the time to run MAX-HEAPIFY on a subtree
rooted at one of the children of node i (assuming that the recursive call occurs).
The children’s subtrees each have size at most 2n=3—the worst case occurs when
the bottom level of the tree is exactly half full—and therefore we can describe the
running time of MAX-HEAPIFY by the recurrence

T .n/ � T .2n=3/C‚.1/ :

30 / 123



Beispiel (3)
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Figure 6.2 The action of MAX-HEAPIFY.A; 2/, where A:heap-size D 10. (a) The initial con-
figuration, with AŒ2� at node i D 2 violating the max-heap property since it is not larger than
both children. The max-heap property is restored for node 2 in (b) by exchanging AŒ2� with AŒ4�,
which destroys the max-heap property for node 4. The recursive call MAX-HEAPIFY.A; 4/ now
has i D 4. After swapping AŒ4� with AŒ9�, as shown in (c), node 4 is fixed up, and the recursive call
MAX-HEAPIFY.A; 9/ yields no further change to the data structure.

children to satisfy the max-heap property. The node indexed by largest, however,
now has the original value AŒi�, and thus the subtree rooted at largest might violate
the max-heap property. Consequently, we call MAX-HEAPIFY recursively on that
subtree.

The running time of MAX-HEAPIFY on a subtree of size n rooted at a given
node i is the ‚.1/ time to fix up the relationships among the elements AŒi�,
AŒLEFT.i/�, and AŒRIGHT.i/�, plus the time to run MAX-HEAPIFY on a subtree
rooted at one of the children of node i (assuming that the recursive call occurs).
The children’s subtrees each have size at most 2n=3—the worst case occurs when
the bottom level of the tree is exactly half full—and therefore we can describe the
running time of MAX-HEAPIFY by the recurrence

T .n/ � T .2n=3/C‚.1/ :
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Max-Heapify: Analyse

Laufzeit von Max-Heapify für Teilbaum der Größe n:

• Maximum suchen + tauschen (Z. 1–10): Θ(1)

• Rekursiver Aufruf (Z. 11), Größe des Teilbaums?
I Maximale Größe ist 2n/3
I Unterste Ebene ganz voll: n/2
I Unterste Ebene halb voll: 2n/3

Es ergibt sich also für die Worst Case-Laufzeit folgende Rekurrenz:

T (n) ≤ T (2n/3) + Θ(1)

• Das Master Theorem kann angewendet werden

• a = 1, b = 3/2, logb a = 0, f (n) = Θ(1) = Θ(n0)
→ Fall 2: T (n) = Θ(lg n)

• Somit Laufzeit von Max-Heapify: O(lg n)

• Oder in Abhängigkeit der Höhe: O(h)
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Build-Max-Heap

Die folgende Prozedur erzeugt einen Heap aus einem gegebenen
Array A.

Build-Max-Heap(A)
1: A.heap-size← A.length
2: for i ← bA.length/2c downto 1
3: Max-Heapify(A, i)

• Max-Heapify von Blättern aufwärts zur Wurzel aufgerufen

• Schleifeninvariante: Zu Beginn jeder Iteration der For-Schleife,
sind i + 1, . . . , n Wurzeln eines Max-Heaps
• Induktionsanfang (i = bn/2c)

I A[(bn/2c+ 1) . . n] sind allesamt Blätter → triviale Heaps

• Induktionsschritt
I Die Kindknoten von A[i ] sind haben Indizes > i und sind somit

Max-Heaps nach Induktionsannahme
I Unter dieser Bedingung stellt Max-Heapify die

Heap-Eigenschaft für A[i ] her
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Figure 6.3 The operation of BUILD-MAX-HEAP, showing the data structure before the call to
MAX-HEAPIFY in line 3 of BUILD-MAX-HEAP. (a) A 10-element input array A and the bi-
nary tree it represents. The figure shows that the loop index i refers to node 5 before the call
MAX-HEAPIFY.A; i/. (b) The data structure that results. The loop index i for the next iteration
refers to node 4. (c)–(e) Subsequent iterations of the for loop in BUILD-MAX-HEAP. Observe that
whenever MAX-HEAPIFY is called on a node, the two subtrees of that node are both max-heaps.
(f) The max-heap after BUILD-MAX-HEAP finishes.
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Build-Max-Heap: Analyse (1)

Eine einfache obere Schranke

• Jeder Aufruf von Max-Heapify kostet O(lg n)

• Es gibt O(n) solche Aufrufe

• Laufzeit: O(n lg n)

Geht es besser?

• Diese Schranke ist korrekt, jedoch nicht eng

• Beobachtung: Laufzeit von Max-Heapify variiert mit der Höhe

• Viele Knoten haben kleine Höhe

• Wieviele genau?
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Build-Max-Heap: Analyse (2)

Lemma

In einem n-elementigen Heap gibt es höchstens dn/2h+1e Knoten
der Höhe h.

• Im vollständigem Heap der Höhe H
I 2d Knoten der Tiefe d
I Da vollständig: h = H − d und somit 2H−h Knoten der Höhe h
I n = 2H+1 − 1 und somit

⌈
n/2h+1

⌉
=
⌈
(2H+1 − 1)/(2h+1)

⌉
= 2H−h

• Allgemein: Übung (per Induktion über h)
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Build-Max-Heap: Analyse (3)

Die Worst Case-Laufzeit ist somit:

T (n) =

blg nc∑
h=0

⌈ n

2h+1

⌉
O(h)

= O

(
n

blg nc∑
h=0

h

2h

)

≤ O

(
n
∞∑
h=0

h

2h

)
= O(n · 2)

= O(n).

Die vorletzte Gleichung gilt da für |r | < 1 (hier: r = 1/2):
∞∑
k=0

krk = r/(1− r)2.

Somit hat Build-Max-Heap eine Laufzeit von O(n). 42 / 123



Heapsort

Heapsort(A)
1: Build-Max-Heap(A)
2: for i ← A.length downto 2
3: exchange A[1] with A[i ]
4: A.heap-size← A.heap-size− 1
5: Max-Heapify(A, 1)

• Heapsort erstellt zunächst einen Heap

• Damit steht das größte Element an der Wurzel

• Tausche Wurzel (= A[1]) mit letztem Element im Heap
(= A[i ] = A[A.heap-size])
→ letztes Element an richtiger Position

• Verkleinere den Heap → letztes Element “entfernt”

• Wiederherstellen der Heap-Eigenschaft

• ...
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Figure 6.4 The operation of HEAPSORT. (a) The max-heap data structure just after BUILD-MAX-
HEAP has built it in line 1. (b)–(j) The max-heap just after each call of MAX-HEAPIFY in line 5,
showing the value of i at that time. Only lightly shaded nodes remain in the heap. (k) The resulting
sorted array A.
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showing the value of i at that time. Only lightly shaded nodes remain in the heap. (k) The resulting
sorted array A.
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showing the value of i at that time. Only lightly shaded nodes remain in the heap. (k) The resulting
sorted array A.
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Heapsort: Analyse

Heapsort benötigt

O(n lg n)

Zeit, da

• Aufruf von Build-Max-Heap ist O(n),

• Jeder der n − 1 Aufrufe von Max-Heapify ist O(lg n).

Quicksort wird schlechteres Worst Case-Verhalten haben, ist
aber in der Praxis meistens schneller als Heapsort.
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Prioritätswarteschlange

Eine Prioritätswarteschlange ist eine Datenstruktur. Sie verwaltet
eine dynamische Menge von Elementen, von denen jedes mit einem
Schlüssel ausgestattet ist.

Operationen

• Insert(S , x)
Fügt ein Element x in S ein; äquivalent S ← S ∪ { x }
• Maximum(S)

Liefert das Element von S mit dem größten Schlüssel

• Extract-Max(S)
Liefert das Element von S mit dem größten Schlüssel und
entfernt es aus S
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Anmerkungen

• Unsere Definition entspricht einer Max-Prioritätswarteschlange
I Anwendung z.B. zum Prioritätsschedulung

• Dual: Min-Prioritätswarteschlangen
I Anwendung z.B. zur Implementierung der Merge-Operation zum

Mischen von (mehreren) sortierten Listen

Umsetzung

• Mit Heaps können wir Prioritätswarteschlangen effizient
umsetzen

• Guter Kompromiss zwischen schnellem Einfügen aber
langsamem Löschen und umgekehrt
I Beide Operationen O(lg n)
I Was sind Alternativen? (Übung)

• Der Heap ist eine Datenstruktur, Prioritätswarteschlangen
ebenso → Wir verwenden Datenstrukturen, um andere
Datenstrukturen zu implementieren
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Heap-Maximum und Heap-Extract-Max

Umsetzung ähnlich der Sortierphase von Heapsort.

Heap-Maximum(A)
1: return A[1]

Laufzeit: Θ(1)

Heap-Extract-Max(A)
1: if A.heap-size < 1
2: error “heap underflow”

3: max ← A[1]
4: A[1]← A[A.heap-size]
5: A.heap-size← A.heap-size− 1
6: Max-Heapify(A, 1)
7: return max

Laufzeit: O(lg n)
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Beispiel (Heap-Extract-Max)
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Figure 6.1 A max-heap viewed as (a) a binary tree and (b) an array. The number within the circle
at each node in the tree is the value stored at that node. The number above a node is the corresponding
index in the array. Above and below the array are lines showing parent-child relationships; parents
are always to the left of their children. The tree has height three; the node at index 4 (with value 8)
has height one.

PARENT.i/

1 return bi=2c

LEFT.i/

1 return 2i

RIGHT.i/

1 return 2i C 1

On most computers, the LEFT procedure can compute 2i in one instruction by
simply shifting the binary representation of i left by one bit position. Similarly, the
RIGHT procedure can quickly compute 2iC1 by shifting the binary representation
of i left by one bit position and then adding in a 1 as the low-order bit. The
PARENT procedure can compute bi=2c by shifting i right one bit position. Good
implementations of heapsort often implement these procedures as “macros” or “in-
line” procedures.

There are two kinds of binary heaps: max-heaps and min-heaps. In both kinds,
the values in the nodes satisfy a heap property, the specifics of which depend on
the kind of heap. In a max-heap, the max-heap property is that for every node i

other than the root,

AŒPARENT.i/� � AŒi� ;

that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
element in a max-heap is stored at the root, and the subtree rooted at a node contains
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On most computers, the LEFT procedure can compute 2i in one instruction by
simply shifting the binary representation of i left by one bit position. Similarly, the
RIGHT procedure can quickly compute 2iC1 by shifting the binary representation
of i left by one bit position and then adding in a 1 as the low-order bit. The
PARENT procedure can compute bi=2c by shifting i right one bit position. Good
implementations of heapsort often implement these procedures as “macros” or “in-
line” procedures.

There are two kinds of binary heaps: max-heaps and min-heaps. In both kinds,
the values in the nodes satisfy a heap property, the specifics of which depend on
the kind of heap. In a max-heap, the max-heap property is that for every node i

other than the root,

AŒPARENT.i/� � AŒi� ;

that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
element in a max-heap is stored at the root, and the subtree rooted at a node contains
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Heap-Insert

Idee

• Einfügen des neuen Elementes ans Ende des Arrays

• Dann wie Insertion-Sort auf dem Pfad bis zur Wurzel richtigen
Platz suchen

Heap-Insert(A, key)
1: A.heap-size← A.heap-size + 1
2: i ← A.heap-size
3: while i > 1 and A[Parent(i)] < key
4: A[i ]← A[Parent(i)]
5: i ← Parent(i)

6: A[i ]← key

Laufzeit: O(lg n)
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RIGHT procedure can quickly compute 2iC1 by shifting the binary representation
of i left by one bit position and then adding in a 1 as the low-order bit. The
PARENT procedure can compute bi=2c by shifting i right one bit position. Good
implementations of heapsort often implement these procedures as “macros” or “in-
line” procedures.

There are two kinds of binary heaps: max-heaps and min-heaps. In both kinds,
the values in the nodes satisfy a heap property, the specifics of which depend on
the kind of heap. In a max-heap, the max-heap property is that for every node i

other than the root,
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that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
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On most computers, the LEFT procedure can compute 2i in one instruction by
simply shifting the binary representation of i left by one bit position. Similarly, the
RIGHT procedure can quickly compute 2iC1 by shifting the binary representation
of i left by one bit position and then adding in a 1 as the low-order bit. The
PARENT procedure can compute bi=2c by shifting i right one bit position. Good
implementations of heapsort often implement these procedures as “macros” or “in-
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There are two kinds of binary heaps: max-heaps and min-heaps. In both kinds,
the values in the nodes satisfy a heap property, the specifics of which depend on
the kind of heap. In a max-heap, the max-heap property is that for every node i

other than the root,

AŒPARENT.i/� � AŒi� ;

that is, the value of a node is at most the value of its parent. Thus, the largest
element in a max-heap is stored at the root, and the subtree rooted at a node contains
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Überblick

Eigenschaften

• Teile-und-Herrsche-Algorithmus

• Worst Case: Θ(n2)

• Average Case: Θ(n lg n)

• Versteckte Konstanten in Θ(n lg n) sehr klein

• Sortiert in-place

Idee

• Teile nach Elementgrößen

Vergleiche: Merge Sort teilt nach Lage (Mitte).
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Teile-und-Herrsche-Schritte

Teile-und-Herrsche-Schritte um A[p . . r ] zu sortieren:

1. Teile: A[p . . r ] wird umgeordnet und aufgeteilt in
(möglicherweise leere) Teilfolgen
I A[p . . q − 1],
I A[q + 1 . . r ],

so dass die Elemente von A[p . . q − 1] kleiner sind als A[q],
welches wiederum kleiner ist als die A[q + 1 . . r ]. Dazu wird eine
Partitionierungsfunktion verwendet, welche auch Index q
berechnet.

2. Herrsche: Sortiere Teilfolgen A[p . . q − 1] und A[q + 1 . . r ]
rekursiv.

3. Kombiniere: Da in-place sortiert wird, ist in diesem Schritt
keine Arbeit notwendig.

65 / 123



Quicksort (Pseudo-Code)

Quicksort(A, p, r)
1: if p < r
2: q ← Partition(A, p, r)
3: Quicksort(A, p, q − 1)
4: Quicksort(A, q + 1, r)

Ein Aufruf Quicksort(A, 1,A.length) sortiert das ganze Array A.
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Partition (Pseudo-Code)

Partition(A, p, r)
1: x ← A[r ]
2: i ← p − 1
3: for j ← p to r − 1
4: if A[j ] ≤ x
5: i ← i + 1
6: Exchange A[i ] with A[j ]

7: Exchange A[i + 1] with A[r ]
8: return i + 1

• Das letzte Element A[r ] in Teilarray A[p . . r ] wird als
Pivotelement gewählt
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Schleifeninvariante

• Das letzte Element A[r ] wird als Pivot verwendet

• Schleifeninvariante

1. Alle Werte in A[p . . i ] sind ≤ Pivot
2. Alle Werte in A[i + 1 . . j − 1] sind > Pivot
3. A[r ] = Pivot

7.1 Description of quicksort 173

≤ x > x unrestricted

x

p i j r

Figure 7.2 The four regions maintained by the procedure PARTITION on a subarray AŒp : : r�. The
values in AŒp : : i � are all less than or equal to x, the values in AŒi C 1 : : j � 1� are all greater than x,
and AŒr� D x. The subarray AŒj : : r � 1� can take on any values.

Initialization: Prior to the first iteration of the loop, i D p � 1 and j D p. Be-
cause no values lie between p and i and no values lie between i C 1 and j � 1,
the first two conditions of the loop invariant are trivially satisfied. The assign-
ment in line 1 satisfies the third condition.

Maintenance: As Figure 7.3 shows, we consider two cases, depending on the
outcome of the test in line 4. Figure 7.3(a) shows what happens when AŒj � > x;
the only action in the loop is to increment j . After j is incremented, condition 2
holds for AŒj � 1� and all other entries remain unchanged. Figure 7.3(b) shows
what happens when AŒj � � x; the loop increments i , swaps AŒi� and AŒj �,
and then increments j . Because of the swap, we now have that AŒi� � x, and
condition 1 is satisfied. Similarly, we also have that AŒj � 1� > x, since the
item that was swapped into AŒj � 1� is, by the loop invariant, greater than x.

Termination: At termination, j D r . Therefore, every entry in the array is in one
of the three sets described by the invariant, and we have partitioned the values
in the array into three sets: those less than or equal to x, those greater than x,
and a singleton set containing x.

The final two lines of PARTITION finish up by swapping the pivot element with
the leftmost element greater than x, thereby moving the pivot into its correct place
in the partitioned array, and then returning the pivot’s new index. The output of
PARTITION now satisfies the specifications given for the divide step. In fact, it
satisfies a slightly stronger condition: after line 2 of QUICKSORT, AŒq� is strictly
less than every element of AŒq C 1 : : r�.

The running time of PARTITION on the subarray AŒp : : r� is ‚.n/, where
n D r � p C 1 (see Exercise 7.1-3).

Exercises

7.1-1
Using Figure 7.1 as a model, illustrate the operation of PARTITION on the array
A D h13; 19; 9; 5; 12; 8; 7; 4; 21; 2; 6; 11i.
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Figure 7.1 The operation of PARTITION on a sample array. Array entry AŒr� becomes the pivot
element x. Lightly shaded array elements are all in the first partition with values no greater than x.
Heavily shaded elements are in the second partition with values greater than x. The unshaded el-
ements have not yet been put in one of the first two partitions, and the final white element is the
pivot x. (a) The initial array and variable settings. None of the elements have been placed in either
of the first two partitions. (b) The value 2 is “swapped with itself” and put in the partition of smaller
values. (c)–(d) The values 8 and 7 are added to the partition of larger values. (e) The values 1 and 8

are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.
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are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.
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are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
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are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
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Figure 7.1 The operation of PARTITION on a sample array. Array entry AŒr� becomes the pivot
element x. Lightly shaded array elements are all in the first partition with values no greater than x.
Heavily shaded elements are in the second partition with values greater than x. The unshaded el-
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are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.
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Figure 7.1 The operation of PARTITION on a sample array. Array entry AŒr� becomes the pivot
element x. Lightly shaded array elements are all in the first partition with values no greater than x.
Heavily shaded elements are in the second partition with values greater than x. The unshaded el-
ements have not yet been put in one of the first two partitions, and the final white element is the
pivot x. (a) The initial array and variable settings. None of the elements have been placed in either
of the first two partitions. (b) The value 2 is “swapped with itself” and put in the partition of smaller
values. (c)–(d) The values 8 and 7 are added to the partition of larger values. (e) The values 1 and 8

are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.
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Figure 7.1 The operation of PARTITION on a sample array. Array entry AŒr� becomes the pivot
element x. Lightly shaded array elements are all in the first partition with values no greater than x.
Heavily shaded elements are in the second partition with values greater than x. The unshaded el-
ements have not yet been put in one of the first two partitions, and the final white element is the
pivot x. (a) The initial array and variable settings. None of the elements have been placed in either
of the first two partitions. (b) The value 2 is “swapped with itself” and put in the partition of smaller
values. (c)–(d) The values 8 and 7 are added to the partition of larger values. (e) The values 1 and 8

are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.
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element x. Lightly shaded array elements are all in the first partition with values no greater than x.
Heavily shaded elements are in the second partition with values greater than x. The unshaded el-
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are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.

i)

172 Chapter 7 Quicksort

2 8 7 1 3 5 6 4

p,j ri

(a)

2 8 7 1 3 5 6 4

p,i rj

(b)

2 8 7 1 3 5 6 4

p,i rj

(c)

2 8 7 1 3 5 6 4

p,i rj

(d)

2 871 3 5 6 4

p rj

(e)

i

2 8 71 3 5 6 4

p rj

(f)

i

2 8 71 3 5 6 4

p rj

(g)

i

2 8 71 3 5 6 4

p r

(h)

i

2 871 3 5 64

p r

(i)

i
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element x. Lightly shaded array elements are all in the first partition with values no greater than x.
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are swapped, and the smaller partition grows. (f) The values 3 and 7 are swapped, and the smaller
partition grows. (g)–(h) The larger partition grows to include 5 and 6, and the loop terminates. (i) In
lines 7–8, the pivot element is swapped so that it lies between the two partitions.

The indices between j and r � 1 are not covered by any of the three cases, and the
values in these entries have no particular relationship to the pivot x.

We need to show that this loop invariant is true prior to the first iteration, that
each iteration of the loop maintains the invariant, and that the invariant provides a
useful property to show correctness when the loop terminates.
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Korrektheit der Schleifeninvariante (1)

Schleifeninvariante

1. Alle Werte in A[p . . i ] sind ≤ Pivot

2. Alle Werte in A[i + 1 . . j − 1] sind > Pivot

3. A[r ] = x = Pivot7.1 Description of quicksort 173

≤ x > x unrestricted

x

p i j r

Figure 7.2 The four regions maintained by the procedure PARTITION on a subarray AŒp : : r�. The
values in AŒp : : i � are all less than or equal to x, the values in AŒi C 1 : : j � 1� are all greater than x,
and AŒr� D x. The subarray AŒj : : r � 1� can take on any values.

Initialization: Prior to the first iteration of the loop, i D p � 1 and j D p. Be-
cause no values lie between p and i and no values lie between i C 1 and j � 1,
the first two conditions of the loop invariant are trivially satisfied. The assign-
ment in line 1 satisfies the third condition.

Maintenance: As Figure 7.3 shows, we consider two cases, depending on the
outcome of the test in line 4. Figure 7.3(a) shows what happens when AŒj � > x;
the only action in the loop is to increment j . After j is incremented, condition 2
holds for AŒj � 1� and all other entries remain unchanged. Figure 7.3(b) shows
what happens when AŒj � � x; the loop increments i , swaps AŒi� and AŒj �,
and then increments j . Because of the swap, we now have that AŒi� � x, and
condition 1 is satisfied. Similarly, we also have that AŒj � 1� > x, since the
item that was swapped into AŒj � 1� is, by the loop invariant, greater than x.

Termination: At termination, j D r . Therefore, every entry in the array is in one
of the three sets described by the invariant, and we have partitioned the values
in the array into three sets: those less than or equal to x, those greater than x,
and a singleton set containing x.

The final two lines of PARTITION finish up by swapping the pivot element with
the leftmost element greater than x, thereby moving the pivot into its correct place
in the partitioned array, and then returning the pivot’s new index. The output of
PARTITION now satisfies the specifications given for the divide step. In fact, it
satisfies a slightly stronger condition: after line 2 of QUICKSORT, AŒq� is strictly
less than every element of AŒq C 1 : : r�.

The running time of PARTITION on the subarray AŒp : : r� is ‚.n/, where
n D r � p C 1 (see Exercise 7.1-3).

Exercises

7.1-1
Using Figure 7.1 as a model, illustrate the operation of PARTITION on the array
A D h13; 19; 9; 5; 12; 8; 7; 4; 21; 2; 6; 11i.

Induktionsanfang

• (1) hält, da i = p − 1 und somit A[p . . i ] leer

• (2) hält, da j = p und somit A[i + 1 . . j − 1] leer

• (3) hält, da x ← A[r ] in Z. 1 und A unverändert
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Korrektheit der Schleifeninvariante (2)

Induktionsschritt (1)

Fall 1: A[j ] ≤ x in Z. 4 nicht erfüllt.
174 Chapter 7 Quicksort
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Figure 7.3 The two cases for one iteration of procedure PARTITION. (a) If AŒj � > x, the only
action is to increment j , which maintains the loop invariant. (b) If AŒj � � x, index i is incremented,
AŒi� and AŒj � are swapped, and then j is incremented. Again, the loop invariant is maintained.

7.1-2
What value of q does PARTITION return when all elements in the array AŒp : : r�

have the same value? Modify PARTITION so that q D b.p C r/=2c when all
elements in the array AŒp : : r� have the same value.

7.1-3
Give a brief argument that the running time of PARTITION on a subarray of size n

is ‚.n/.

7.1-4
How would you modify QUICKSORT to sort into nonincreasing order?

7.2 Performance of quicksort

The running time of quicksort depends on whether the partitioning is balanced or
unbalanced, which in turn depends on which elements are used for partitioning.
If the partitioning is balanced, the algorithm runs asymptotically as fast as merge

• Einzige Aktion: j inkrementieren
• (1) und (3) halten, da unverändert
• (2) hält, da vor Erhöhung von j

I Alle Werte in A[i + 1 . . j − 1] sind ≤ x nach Induktionsannahme
I A[j ] > x
I Alle Werte in A[i + 1 . . j ] sind ≤ Pivot

und somit nach Erhöhung von j
I Alle Werte in A[i + 1 . . j − 1] ≤ x
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Korrektheit der Schleifeninvariante (3)

Induktionsschritt (2)

Fall 2: A[j ] ≤ x in Z. 4 erfüllt.

174 Chapter 7 Quicksort
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Figure 7.3 The two cases for one iteration of procedure PARTITION. (a) If AŒj � > x, the only
action is to increment j , which maintains the loop invariant. (b) If AŒj � � x, index i is incremented,
AŒi� and AŒj � are swapped, and then j is incremented. Again, the loop invariant is maintained.

7.1-2
What value of q does PARTITION return when all elements in the array AŒp : : r�

have the same value? Modify PARTITION so that q D b.p C r/=2c when all
elements in the array AŒp : : r� have the same value.

7.1-3
Give a brief argument that the running time of PARTITION on a subarray of size n

is ‚.n/.

7.1-4
How would you modify QUICKSORT to sort into nonincreasing order?

7.2 Performance of quicksort

The running time of quicksort depends on whether the partitioning is balanced or
unbalanced, which in turn depends on which elements are used for partitioning.
If the partitioning is balanced, the algorithm runs asymptotically as fast as merge

• i erhöhen: Jetzt ist A[i ] > x → (1) hält nicht mehr

• A[i ] und A[j ] vertauschen
I Jetzt ist A[i ] ≤ x → (1) hält wieder
I Außerdem ist jetzt A[j ] > x

• j erhöhen (Ende der Schleife): (3) hält
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Korrektheit der Schleifeninvariante (4)

Schleifeninvariante

1. Alle Werte in A[p . . i ] sind ≤ Pivot

2. Alle Werte in A[i + 1 . . j − 1] sind > Pivot

3. A[r ] = x = Pivot

Terminierung

Es gilt j = r somit ist das gesamte Teilarray aufgeteilt in Bereiche

• A[p . . i ] mit Werten ≤ x ,

• A[i + 1 . . r − 1] mit Werten > x ,

• A[r ] mit Wert = x .

Jetzt tauschen wir noch A[i + 1] und A[r ] und setzen somit das
Pivotelement an seine korrekte Position.
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Outline

1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort
3.1 Algorithmus
3.2 Analyse
3.3 Randomisiertes Quicksort

4. Untere Schranke

5. Sortieren in Linearzeit
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Analyse von Partition

Partition(A, p, r)
1: x ← A[r ]
2: i ← p − 1
3: for j ← p to r − 1
4: if A[j ] ≤ x
5: i ← i + 1
6: Exchange A[i ] with A[j ]

7: Exchange A[i + 1] with A[r ]
8: return i + 1

• Jede Zeile Θ(1)

• Für Teilarraygröße n = r − p + 1, Gesamtlaufzeit Θ(n)
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Analyse von Quicksort

Quicksort(A, p, r)
1: if p < r
2: q ← Partition(A, p, r)
3: Quicksort(A, p, q − 1)
4: Quicksort(A, q + 1, r)

• Laufzeit abhängig von Balancierung, d.h. dem Verhältnis der
Größen beider Partitionen

• Wenn balanciert: asymptotische Laufzeit O(n lg n)

• Wenn unbalanciert: asymptotische Laufzeit O(n2)
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Quicksort: Worst Case

• Tritt auf wenn n − 1 Werte in einem der Teilarrays, 0 in dem
anderen

• Rekurrenz ist dann

T (n) = T (n − 1) + Θ(n) = Θ(n2)

(Via Substitutionsmethode)

• Somit ist der Worst Case von Quicksort nicht besser als der
von Insertion-Sort
I Tritt auf falls A schon sortiert
I Dann braucht Insertion-Sort aber nur Θ(n)
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Quicksort: Best Case

• Tritt auf wenn bn/2c Werte in einem der Teilarrays, dn/2e − 1 in
dem anderen (beide ≤ n/2)

• Rekurrenz ist dann

T (n) = 2T (n/2) + Θ(n) = Θ(n log n)

(Via Master Theorem)

• Jetzt ist Quicksort viel schneller

• Eine gute Partitionierung ist somit wichtig

• Wir werden sehen: Average Case ist nah am Best Case, nicht
am Worst Case
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Einfluss der Partitionierung (1)

Annahme: Partition partitioniert im Verhältnis 9:1.

T (n) = T (9n/10) + T (n/10) + n = O(n lg n)
176 Chapter 7 Quicksort
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Figure 7.4 A recursion tree for QUICKSORT in which PARTITION always produces a 9-to-1 split,
yielding a running time of O.n lg n/. Nodes show subproblem sizes, with per-level costs on the right.
The per-level costs include the constant c implicit in the ‚.n/ term.

ing why is to understand how the balance of the partitioning is reflected in the
recurrence that describes the running time.

Suppose, for example, that the partitioning algorithm always produces a 9-to-1
proportional split, which at first blush seems quite unbalanced. We then obtain the
recurrence

T .n/ D T .9n=10/C T .n=10/C cn ;

on the running time of quicksort, where we have explicitly included the constant c

hidden in the ‚.n/ term. Figure 7.4 shows the recursion tree for this recurrence.
Notice that every level of the tree has cost cn, until the recursion reaches a bound-
ary condition at depth log10 n D ‚.lg n/, and then the levels have cost at most cn.
The recursion terminates at depth log10=9 n D ‚.lg n/. The total cost of quick-
sort is therefore O.n lg n/. Thus, with a 9-to-1 proportional split at every level of
recursion, which intuitively seems quite unbalanced, quicksort runs in O.n lg n/

time—asymptotically the same as if the split were right down the middle. Indeed,
even a 99-to-1 split yields an O.n lg n/ running time. In fact, any split of constant
proportionality yields a recursion tree of depth ‚.lg n/, where the cost at each level
is O.n/. The running time is therefore O.n lg n/ whenever the split has constant
proportionality.
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Einfluss der Partitionierung (2)

• log10 n volle Ebenen

• log10/9 n = Θ(lg n) Ebenen insgesamt

• Somit Laufzeit immer noch Θ(n lg n)

• Ähnlich
I 99:1
I 999:1

• Allgemein
I Falls das Verhältnis der Partitionsgrößen durch eine Konstante < 1

beschränkt ist, so ist die Laufzeit von Quicksort Θ(n lg n)
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Intuition Average Case (1)

• In einem typischen Lauf sind die Partitionsgrößen nicht immer
durch Konstante beschränkt

• Es gibt “gute” und “schlechte” Partitionierungen

• Beispiel: jede zweite Partitionierung schlecht7.2 Performance of quicksort 177
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(n–1)/2 – 1 (n–1)/2

n

(n–1)/2

(a) (b)

(n–1)/2

Θ(n) Θ(n)

Figure 7.5 (a) Two levels of a recursion tree for quicksort. The partitioning at the root costs n

and produces a “bad” split: two subarrays of sizes 0 and n � 1. The partitioning of the subarray of
size n � 1 costs n � 1 and produces a “good” split: subarrays of size .n � 1/=2 � 1 and .n � 1/=2.
(b)A single level of a recursion tree that is very well balanced. In both parts, the partitioning cost for
the subproblems shown with elliptical shading is ‚.n/. Yet the subproblems remaining to be solved
in (a), shown with square shading, are no larger than the corresponding subproblems remaining to be
solved in (b).

Intuition for the average case

To develop a clear notion of the randomized behavior of quicksort, we must make
an assumption about how frequently we expect to encounter the various inputs.
The behavior of quicksort depends on the relative ordering of the values in the
array elements given as the input, and not by the particular values in the array. As
in our probabilistic analysis of the hiring problem in Section 5.2, we will assume
for now that all permutations of the input numbers are equally likely.

When we run quicksort on a random input array, the partitioning is highly un-
likely to happen in the same way at every level, as our informal analysis has as-
sumed. We expect that some of the splits will be reasonably well balanced and
that some will be fairly unbalanced. For example, Exercise 7.2-6 asks you to show
that about 80 percent of the time PARTITION produces a split that is more balanced
than 9 to 1, and about 20 percent of the time it produces a split that is less balanced
than 9 to 1.

In the average case, PARTITION produces a mix of “good” and “bad” splits. In a
recursion tree for an average-case execution of PARTITION, the good and bad splits
are distributed randomly throughout the tree. Suppose, for the sake of intuition,
that the good and bad splits alternate levels in the tree, and that the good splits
are best-case splits and the bad splits are worst-case splits. Figure 7.5(a) shows
the splits at two consecutive levels in the recursion tree. At the root of the tree,
the cost is n for partitioning, and the subarrays produced have sizes n � 1 and 0:
the worst case. At the next level, the subarray of size n � 1 undergoes best-case
partitioning into subarrays of size .n � 1/=2 � 1 and .n � 1/=2. Let’s assume that
the boundary-condition cost is 1 for the subarray of size 0.
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Figure 7.5 (a) Two levels of a recursion tree for quicksort. The partitioning at the root costs n

and produces a “bad” split: two subarrays of sizes 0 and n � 1. The partitioning of the subarray of
size n � 1 costs n � 1 and produces a “good” split: subarrays of size .n � 1/=2 � 1 and .n � 1/=2.
(b)A single level of a recursion tree that is very well balanced. In both parts, the partitioning cost for
the subproblems shown with elliptical shading is ‚.n/. Yet the subproblems remaining to be solved
in (a), shown with square shading, are no larger than the corresponding subproblems remaining to be
solved in (b).

Intuition for the average case

To develop a clear notion of the randomized behavior of quicksort, we must make
an assumption about how frequently we expect to encounter the various inputs.
The behavior of quicksort depends on the relative ordering of the values in the
array elements given as the input, and not by the particular values in the array. As
in our probabilistic analysis of the hiring problem in Section 5.2, we will assume
for now that all permutations of the input numbers are equally likely.

When we run quicksort on a random input array, the partitioning is highly un-
likely to happen in the same way at every level, as our informal analysis has as-
sumed. We expect that some of the splits will be reasonably well balanced and
that some will be fairly unbalanced. For example, Exercise 7.2-6 asks you to show
that about 80 percent of the time PARTITION produces a split that is more balanced
than 9 to 1, and about 20 percent of the time it produces a split that is less balanced
than 9 to 1.

In the average case, PARTITION produces a mix of “good” and “bad” splits. In a
recursion tree for an average-case execution of PARTITION, the good and bad splits
are distributed randomly throughout the tree. Suppose, for the sake of intuition,
that the good and bad splits alternate levels in the tree, and that the good splits
are best-case splits and the bad splits are worst-case splits. Figure 7.5(a) shows
the splits at two consecutive levels in the recursion tree. At the root of the tree,
the cost is n for partitioning, and the subarrays produced have sizes n � 1 and 0:
the worst case. At the next level, the subarray of size n � 1 undergoes best-case
partitioning into subarrays of size .n � 1/=2 � 1 and .n � 1/=2. Let’s assume that
the boundary-condition cost is 1 for the subarray of size 0.

→ Kosten der Extraebene durch Θ-Notation versteckt
→ Auch Θ(n lg n) Gesamtlaufzeit
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Intuition Average Case (2)

Wieviele schlechte Partitionierungen gibt es?

• Annahme: Eingabe (und somit Teilarray für Partition) ist
Zufallspermutation

• Wir haben ein 9:1 Verhältnis mit Wahrscheinlichkeit ≈ 80%
→ Das ist viel besser als 50%!

• Somit benötigt Quicksort intuitiv Θ(n log n) im Average Case

• Formales Argument folgt für randomisiertes Quicksort
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83 / 123



Randomisiertes Quicksort

Oft als bester Algorithmus für große n angesehen.

Randomized-Partition(A, p, r)
1: i ← Random(p, r)
2: Exchange A[r ] with A[i ]
3: return Partition(A, p, r)

Randomized-Quicksort(A, p, r)
1: if p < r
2: q ← Randomized-Partition(A, p, r)
3: Randomized-Quicksort(A, p, q − 1)
4: Randomized-Quicksort(A, q + 1, r)

• Pivotelement wird jetzt zufällig ausgewählt

• Worst Case und Best Case bleiben erhalten
(d.h. aber nicht mehr durch bestimmte Eingaben ausgelöst)
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Worst Case-Laufzeit (1)

• Wir haben schon argumentiert, dass der schlechteste Fall dann
eintritt, wenn in jedem Teile-Schritte eine der Partitionen n − 1
Element enthält

• Das analysieren wir jetzt genauer

• Sei T (n) die Worst Case-Laufzeit und q die Größe der ersten
Partition:

T (n) = max
0≤q≤n−1

(T (q) + T (n − q − 1)) + Θ(n)

• Wir verwenden die Substitutionsmethode und raten

T (n) ≤ cn2
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Worst Case-Laufzeit (2)

Damit:

T (n) = max
0≤q≤n−1

(T (q) + T (n − q − 1)) + Θ(n)

≤ max
0≤q≤n−1

(cq2 + c(n − q − 1)2) + Θ(n)

= c max
0≤q≤n−1

(q2 + (n − q − 1)2) + Θ(n)

• 2. Ableitung von q2 + (n − q)2 nach q ist positiv (Übung)

• Somit liegt Maximum bei 0 oder n − 1

• Hier: beide Werte gleich

• Somit

max
0≤q≤n−1

(q2 + (n − q − 1)2) = 02 + (n − 1)2

= n2 − 2n + 1
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Worst Case-Laufzeit (3)

Also

T (n) ≤ cn2 − c(2n − 1) + Θ(n)

≤ cn2

falls c so groß, dass Θ(n) durch c(2n − 1) dominiert wird.

Randomized-Quicksort hat somit eine Worst Case-Laufzeit
von O(n2). Man kann auch zeigen: Rekurrenz ist Ω(n2).

Theorem

Randomized-Quicksort hat eine Worst Case-Laufzeit von
Θ(n2).
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Erwartete Laufzeit: Vorbetrachtung

• Hauptkosten enstehen durch Partitionierung

• Partition entfernt das Pivotelement aus der weiteren
Betrachtung → Höchstens n-mal aufgerufen

• Arbeit in Partition ist eine Konstante plus die Anzahl der
Vergleiche in Z. 4

• Sei X die Gesamtanzahl der Vergleiche in allen Aufrufen von
Partition

• Gesamtlaufzeit ist dann O(n + X )

• Wir nehmen an, dass alle Elemente verschieden sind
I Wie verhält sich Quicksort sonst? (Übung)

Unser Ziel ist es, die erwartete Anzahl der Vergleiche zu
beschränken.
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Erwartete Laufzeit (1)

• Um die Analyse einfacher zu machen, nennen wir die Elemente
in A in z1, z2, . . . , zn um, sodass z1 < z2 < · · · < zn

• Sei Zij = { zi , zi+1, . . . , zj }
• Beobachtung: Jedes Paar von Elementen wird höchstens einmal

verglichen
I Da nur mit dem Pivotelement verglichen wird
I Und dieses nach dem Aufruf von Partition nicht mehr

betrachtet wird

• Sei Xij = Izi wird mit zj verglichen; dann

X =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Xij

• Und somit

E [X ] =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

P ( zi wird mit zj verglichen )
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Erwartete Laufzeit (2)

• Elemente in verschiedenen Partitionen werden nicht miteinander
verglichen
I 〈8, 1, 6, 4, 0, 3, 9, 5〉
I Pivot 5
I Elemente aus { 0, 1, 3, 4 } werden nicht mit Elementen aus
{ 6, 8, 9 } verglichen

• Wenn ein Pivot x gewählt wird, sodass zi < x < zj , dann
werden zi und zj danach nicht mehr miteinander verglichen

• Wenn zi als allererstes Element aus Zij als Pivot ausgewählt
wird, dann wird es mit allen Elementen in Zij vergleichen

• Somit: Wahrscheinlichkeit, dass zi mit zj verglichen wird,
entspricht der Wahrscheinlichkeit dass entweder zi oder zj zuerst
als Pivot (aus Zij) gewählt wird

• Zij enthält j − i + 1 Elemente, jedes davon wird als erster Pivot
gewählt mit Wahrscheinlichkeit 1/(j − i + 1)
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Erwartete Laufzeit (3)

Wir erhalten:

P ( zi wird mit zj verglichen )

= P ( zi oder zj ist erster Pivot aus Zij )

= P ( zi ist erster Pivot aus Zij ) + P ( zj ist erster Pivot aus Zij )

=
1

j − i + 1
+

1

j − i + 1

=
2

j − i + 1
.

Somit

E [X ] =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

2

j − i + 1
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Einschub: Approximation mit Integralen (1)

Theorem

Es sei m, n ∈ N, m < n und f : [m, n]→ R+. Wenn f monoton
wachsend ist, dann∫ n

x=m−1
f (x) dx ≤

n∑
i=m

f (i) ≤
∫ n+1

x=m
f (x) dx .

Wenn f monoton fallend ist, dann∫ n+1

x=m
f (x) dx ≤

n∑
i=m

f (i) ≤
∫ n

x=m−1
f (x) dx .

Damit können wir Summen von unten und oben beschränken.
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Einschub: Approximation mit Integralen (2)

Beweis (monoton wachsend).

A.2 Bounding summations 1155
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Figure A.1 Approximation of
Pn

kDm f .k/ by integrals. The area of each rectangle is shown
within the rectangle, and the total rectangle area represents the value of the summation. The in-
tegral is represented by the shaded area under the curve. By comparing areas in (a), we getR n

m�1 f .x/ dx � Pn
kDm f .k/, and then by shifting the rectangles one unit to the right, we getPn

kDm f .k/ � R nC1
m f .x/ dx in (b).
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m�1 f .x/ dx � Pn
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m f .x/ dx in (b).
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Einschub: Approximation mit Integralen (3)

Beispiel: Harmonische Zahlen

• Hn =
∑n

i=1
1
i = 1 +

∑n
i=2

1
i

• f (i) = 1/i , monoton fallend

• Stammfunktion F (i) = ln i

• Somit gilt

F (x)
∣∣n+1

1
≤ Hn ≤ 1 + F (x)

∣∣n
1

ln(n + 1) ≤ Hn ≤ ln n + 1

• Wir erhalten: Hn = Θ(lg n)
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Einschub: Approximation mit Integralen (4)

Beispiel: Summe von Logarithmen

• Ln =
∑n

i=1 ln i =
∑n

i=2 ln i

• f (i) = ln i , monoton steigend

• Stammfunktion F (x) = x(ln x − 1)

• Somit gilt

F (x)
∣∣n
1
≤ Ln ≤ F (x)

∣∣n+1

2

n(ln n − 1) + 1 ≤ Ln ≤ (n + 1)(ln(n + 1)− 1)− 2(ln 2− 1)

• Wir erhalten: Ln = Θ(n lg n)
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Erwartete Laufzeit (4)

E [X ] =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

2

j − i + 1

=
n−1∑
i=1

n−i∑
k=1

2

k + 1

=
n−1∑
k=1

Θ(lg i)

= Θ(n lg n)

Theorem

Randomized-Quicksort hat eine erwartete Laufzeit von
Θ(n lg n).
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Zusammenfassung

Bis jetzt

• Mehrere Algorithmen in Θ(n lg n)

• Alle Algorithmen basierten auf Vergleichen

Jetzt

• Beweis einer unteren Schranke für vergleichbasierte Algorithmen

• Schnellere Algorithmen, die nicht auf Vergleichen basieren
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Outline

1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort

4. Untere Schranke

5. Sortieren in Linearzeit

98 / 123



Untere Schranken für Sortieren

• Einfache untere Schranke: Ω(n)
I Denn: Eingabe lesen ist Ω(n)

• Alle bisher betrachteten Algorithmen benötigen Ω(n lg n)

• Geht es besser? Gibt es einen besseren Algorithmus?
I Dafür müssen wir die “Spielregeln” beschreiben
I Welche Annahmen darf ein Algorithmus über die Eingabe treffen?
I Welche Operationen dürfen auf den Elementen ausgeführt werden?

• Ein vergleichsbasierter Algorithmus darf nur Vergleiche
verwenden (<,≤,=,≥, >), um Informationen über die Ordnung
zu erhalten

• Wie nehmen oBdA. an, dass alle Elemente unterschiedlich sind
I Dann = nicht benötigt
I Und <,≤,≥, > liefern äquivalente Information
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Entscheidungsbaum

• Ein Entscheidungsbaum ist eine Abstraktion der Arbeitweise
eines vergleichsbasierten Algorithmus
I Repräsentiert die Vergleiche, die ein gegebener Algorithmus für

Eingaben einer gegebenen Größe ausführt
I Alles andere wird vernachlässigt: Kontrollfluss, Datenbewegung
I Wir zählen die Anzahl der Vergleiche

• Es existieren n! Permutationen der Eingabefolge

• Nur eine ergibt sortierte Folge

• Diese wird durch den Sortieralgorithmus (implizit) ermittelt

• Aufbau des Entscheidungsbaum
I Binärbaum
I Innere Knoten repräsentieren durch Algorithmus durchgeführte

Vergleiche
I Sohnknoten repräsentieren Ergebnis des Vergleichs ≤, >
I Blätter sind mit einer Permutation markiert
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Entscheidungsbaum, Beispiel

• Für InsertionSort, n = 3

• i : j bedeutet Vergleich der Elemente ai und aj (i und j beziehen
sich auf die ursprüngliche Position der Elemente)

• Markiert: Ablauf für 〈a1 = 6, a2 = 8, a3 = 5〉
192 Chapter 8 Sorting in Linear Time

≤ >

≤ >

1:2

2:3 1:3

〈1,2,3〉 1:3 〈2,1,3〉 2:3

〈1,3,2〉 〈3,1,2〉 〈3,2,1〉

≤ >

≤ >

≤ >

〈2,3,1〉

Figure 8.1 The decision tree for insertion sort operating on three elements. An internal node an-
notated by i :j indicates a comparison between ai and aj . A leaf annotated by the permutation
h�.1/; �.2/; : : : ; �.n/i indicates the ordering a�.1/ � a�.2/ � � � � � a�.n/. The shaded path
indicates the decisions made when sorting the input sequence ha1 D 6; a2 D 8; a3 D 5i; the
permutation h3; 1; 2i at the leaf indicates that the sorted ordering is a3 D 5 � a1 D 6 � a2 D 8.
There are 3Š D 6 possible permutations of the input elements, and so the decision tree must have at
least 6 leaves.

they yield identical information about the relative order of ai and aj . We therefore
assume that all comparisons have the form ai � aj .

The decision-tree model

We can view comparison sorts abstractly in terms of decision trees. A decision
tree is a full binary tree that represents the comparisons between elements that
are performed by a particular sorting algorithm operating on an input of a given
size. Control, data movement, and all other aspects of the algorithm are ignored.
Figure 8.1 shows the decision tree corresponding to the insertion sort algorithm
from Section 2.1 operating on an input sequence of three elements.

In a decision tree, we annotate each internal node by i :j for some i and j in the
range 1 � i; j � n, where n is the number of elements in the input sequence. We
also annotate each leaf by a permutation h�.1/; �.2/; : : : ; �.n/i. (See Section C.1
for background on permutations.) The execution of the sorting algorithm corre-
sponds to tracing a simple path from the root of the decision tree down to a leaf.
Each internal node indicates a comparison ai � aj . The left subtree then dictates
subsequent comparisons once we know that ai � aj , and the right subtree dictates
subsequent comparisons knowing that ai > aj . When we come to a leaf, the sort-
ing algorithm has established the ordering a�.1/ � a�.2/ � � � � � a�.n/. Because
any correct sorting algorithm must be able to produce each permutation of its input,
each of the nŠ permutations on n elements must appear as one of the leaves of the
decision tree for a comparison sort to be correct. Furthermore, each of these leaves
must be reachable from the root by a downward path corresponding to an actual
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Untere Schranke für Worst Case (1)

Beobachtungen

• Jede Eingabe 〈a1, a2, . . . , an〉 entspricht einem Pfad von Wurzel
zu Blatt mit Markierung π so dass aπ(1) ≤ aπ(2) ≤ · · · ≤ aπ(n)

• Für jede Permutation π ∈ Sn existiert eine Eingabe, die durch π
sortiert wird

• Somit muss jede Permutation π ∈ Sn als ein Blatt vorkommen

• Wie hoch ist der Entscheidungsbaum dann mindestens?
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Untere Schranke für Worst Case (2)

Theorem

Ein Entscheidungsbaum, der n Elemente sortiert, hat Höhe
Ω(n lg n).

Beweis. Wir wissen: Ein binärer Baum der Höhe h hat ≤ 2h

Blätter. Es gibt n! Permutationen, jede muss mindestens einmal als
Blatt auftreten. Daher gilt:

2h ≥ n!

und somit

h ≥ ln(n!) =
n∑

i=1

ln i = Ω(n lg n)

nach Folie 95 oder Stirlings Formel

n! =
√

2πn
(n
e

)n
(1 + Θ(1/n)) .
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Optimalität von Merge Sort und Heap Sort

Korollar

Merge-Sort und Heap-Sort sind asymptotisch optimale
Sortieralgorithmen.

Beweis. Die O(n lg n)-Schranke der Worst Case-Laufzeit beider
Algorithmen entspricht der unteren Schranke für die Worst
Case-Laufzeit von vergleichsbasierten Sortieralgorithmen.
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Outline

1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort

4. Untere Schranke

5. Sortieren in Linearzeit
5.1 Counting Sort
5.2 Radix Sort
5.3 Bucket Sort
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Outline

1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort

4. Untere Schranke

5. Sortieren in Linearzeit
5.1 Counting Sort
5.2 Radix Sort
5.3 Bucket Sort
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Counting Sort

Annahme

Eingabeelemente sind natürliche Zahlen im Bereich [0, k]

Grundidee

• Für jedes i ∈ [0, k] bestimme die Anzahl der Elemente ≤ i

• Damit kann man die Position von i in der sortierten Folge
bestimmen

• Falls 17 Elemente ≤ i , dann muß i an die 18. Stelle (falls keine
Duplikate)
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Counting Sort (Pseudo-Code)

Counting-Sort(A,B, k)
1: Let C [0 . . k] be a new array
2: for i ← 0 to k
3: C [i ]← 0

4: for j ← 1 to A.length
5: C [A[j ]]← C [A[j ]] + 1

6: // C [i ] now contains the number of elements = i
7: for i ← 1 to k
8: C [i ]← C [i ] + C [i − 1]

9: // C [i ] now contains the number of elements ≤ i
10: for j ← A.length downto 1
11: B[C [A[j ]]]← A[j ]
12: C [A[j ]]← C [A[j ]]− 1

• A ist zu sortierende Eingabe
• B[1 . . n] wird mit sortierter Ausgabe beschrieben
• C [0 . . k] für Zwischenergebnisse
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Beispiel
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8.2 Counting sort 195
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Figure 8.2 The operation of COUNTING-SORT on an input array AŒ1 : : 8�, where each element
of A is a nonnegative integer no larger than k D 5. (a) The array A and the auxiliary array C after
line 5. (b) The array C after line 8. (c)–(e) The output array B and the auxiliary array C after one,
two, and three iterations of the loop in lines 10–12, respectively. Only the lightly shaded elements of
array B have been filled in. (f) The final sorted output array B .

COUNTING-SORT.A; B; k/

1 let C Œ0 : : k� be a new array
2 for i D 0 to k

3 C Œi� D 0

4 for j D 1 to A: length
5 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��C 1

6 // C Œi� now contains the number of elements equal to i .
7 for i D 1 to k

8 C Œi� D C Œi�C C Œi � 1�

9 // C Œi� now contains the number of elements less than or equal to i .
10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .
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Figure 8.2 The operation of COUNTING-SORT on an input array AŒ1 : : 8�, where each element
of A is a nonnegative integer no larger than k D 5. (a) The array A and the auxiliary array C after
line 5. (b) The array C after line 8. (c)–(e) The output array B and the auxiliary array C after one,
two, and three iterations of the loop in lines 10–12, respectively. Only the lightly shaded elements of
array B have been filled in. (f) The final sorted output array B .

COUNTING-SORT.A; B; k/

1 let C Œ0 : : k� be a new array
2 for i D 0 to k

3 C Œi� D 0

4 for j D 1 to A: length
5 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��C 1

6 // C Œi� now contains the number of elements equal to i .
7 for i D 1 to k

8 C Œi� D C Œi�C C Œi � 1�

9 // C Œi� now contains the number of elements less than or equal to i .
10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .
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Figure 8.2 The operation of COUNTING-SORT on an input array AŒ1 : : 8�, where each element
of A is a nonnegative integer no larger than k D 5. (a) The array A and the auxiliary array C after
line 5. (b) The array C after line 8. (c)–(e) The output array B and the auxiliary array C after one,
two, and three iterations of the loop in lines 10–12, respectively. Only the lightly shaded elements of
array B have been filled in. (f) The final sorted output array B .

COUNTING-SORT.A; B; k/

1 let C Œ0 : : k� be a new array
2 for i D 0 to k

3 C Œi� D 0

4 for j D 1 to A: length
5 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��C 1

6 // C Œi� now contains the number of elements equal to i .
7 for i D 1 to k

8 C Œi� D C Œi�C C Œi � 1�

9 // C Œi� now contains the number of elements less than or equal to i .
10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .
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Figure 8.2 The operation of COUNTING-SORT on an input array AŒ1 : : 8�, where each element
of A is a nonnegative integer no larger than k D 5. (a) The array A and the auxiliary array C after
line 5. (b) The array C after line 8. (c)–(e) The output array B and the auxiliary array C after one,
two, and three iterations of the loop in lines 10–12, respectively. Only the lightly shaded elements of
array B have been filled in. (f) The final sorted output array B .

COUNTING-SORT.A; B; k/

1 let C Œ0 : : k� be a new array
2 for i D 0 to k

3 C Œi� D 0

4 for j D 1 to A: length
5 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��C 1

6 // C Œi� now contains the number of elements equal to i .
7 for i D 1 to k

8 C Œi� D C Œi�C C Œi � 1�

9 // C Œi� now contains the number of elements less than or equal to i .
10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .
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COUNTING-SORT.A; B; k/

1 let C Œ0 : : k� be a new array
2 for i D 0 to k

3 C Œi� D 0

4 for j D 1 to A: length
5 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��C 1

6 // C Œi� now contains the number of elements equal to i .
7 for i D 1 to k

8 C Œi� D C Œi�C C Œi � 1�

9 // C Œi� now contains the number of elements less than or equal to i .
10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
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to i by keeping a running sum of the array C .
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12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .

8.2 Counting sort 195

2 5 3 0 2 3 0 3

1 2 3 4 5 6 7 8

2 0 2 3 0 1

1 2 3 4 5

A

C

(a)

2 2 4 7 7 8C

(b)

3

1 2 3 4 5 6 7 8

2 2 4 6 7 8

B

C

(c)

3

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 4 6 7 8

B

C

(d)

0 3

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 4 5 7 8

B

C

(e)

0 3

3

1 2 3 4 5 6 7 8

B

(f)

0 30 2 2 3 5

0

1 2 3 4 50

1 2 3 4 50 1 2 3 4 50

1 2 3 4 50

Figure 8.2 The operation of COUNTING-SORT on an input array AŒ1 : : 8�, where each element
of A is a nonnegative integer no larger than k D 5. (a) The array A and the auxiliary array C after
line 5. (b) The array C after line 8. (c)–(e) The output array B and the auxiliary array C after one,
two, and three iterations of the loop in lines 10–12, respectively. Only the lightly shaded elements of
array B have been filled in. (f) The final sorted output array B .

COUNTING-SORT.A; B; k/
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2 for i D 0 to k
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12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
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10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .
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3 C Œi� D 0
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5 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��C 1

6 // C Œi� now contains the number of elements equal to i .
7 for i D 1 to k

8 C Œi� D C Œi�C C Œi � 1�

9 // C Œi� now contains the number of elements less than or equal to i .
10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .
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1 let C Œ0 : : k� be a new array
2 for i D 0 to k

3 C Œi� D 0

4 for j D 1 to A: length
5 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��C 1

6 // C Œi� now contains the number of elements equal to i .
7 for i D 1 to k

8 C Œi� D C Œi�C C Œi � 1�
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10 for j D A: length downto 1
11 BŒC ŒAŒj ��� D AŒj �

12 C ŒAŒj �� D C ŒAŒj ��� 1

Figure 8.2 illustrates counting sort. After the for loop of lines 2–3 initializes the
array C to all zeros, the for loop of lines 4–5 inspects each input element. If the
value of an input element is i , we increment C Œi�. Thus, after line 5, C Œi� holds
the number of input elements equal to i for each integer i D 0; 1; : : : ; k. Lines 7–8
determine for each i D 0; 1; : : : ; k how many input elements are less than or equal
to i by keeping a running sum of the array C .



Analyse

Laufzeit

• Z. 1–3: Θ(k)

• Z. 4–6; Θ(n)

• Z. 7–9: Θ(k)

• Z. 10–12: Θ(n)

• Also gesamt: Θ(n + k)

Speicherbedarf

• Θ(k) für C

• Nicht in-place (aber hier: B ist Eingabe)
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Bemerkungen

• Wenn k = O(n), dann Gesamtlaufzeit O(n)

• Wird verwendet wenn k klein; in Praxis
I Gut geeignet für 4-Bit-Zahlen (k = 15), wenn n nicht sehr klein
I Nicht geeignet für 32-Bit-Zahlen
I Dazwischen: je nachdem

• Counting-Sort ist nicht vergleichsbasiert (es gibt keinen
einzigen Vergleich)

• Die Ω(n lg n)-Schranke gilt somit nicht

• Für k = O(n) ist Counting-Sort asymptotisch besser als
jeder vergleichsbasierte Algorithmus

• Counting-Sort ist stabil (stable)
I Datensätze mit gleichem Schlüssel haben im Ergebnis die gleiche

Reihenfolge wie in der Eingabe
I Counting-Sort und die Stabilitätseigenschaft werden in Radix

Sort verwendet
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Outline

1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort

4. Untere Schranke

5. Sortieren in Linearzeit
5.1 Counting Sort
5.2 Radix Sort
5.3 Bucket Sort
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Radix Sort

Ursprung

• Lochkarten sortieren

• Automatische Sortierung nur nach einer Stelle unterstützt

• Wie mehrstellige Zahlen sortieren?

Grundidee

• Sortiere stabil nach am wenigsten signifikanter Stelle

• Dann nächst signifikantere Stelle

• ...
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Radix Sort (Pseudo-Code)

Sortiere Folge von d-stelligen Zahlen (zd−1zd−2 · · · z0).

Radix-Sort(A, d)
1: for i ← 0 to d − 1
2: Use a stable sort to sort A on digit i

Beispiel

Eingabe Stelle 0 Stelle 1 Stelle 2
326
453
608
835
751
435
704
690

→

690
751
453
704
835
435
326
608

→

704
608
326
835
435
751
453
690

→

326
435
453
608
690
704
751
835
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Korrektheit

• Per Induktion über d

• Induktionsanfang: d = 1
I Nur eine Stelle; korrekt da nach dieser Stelle sortiert wird

• Induktionsvoraussetzung
I Stellen d − 2, . . . , 0 korrekt sortiert

• Induktionsschritt
I Wir wenden ein stabiles Sortierverfahren auf Ziffer d − 1 an
I Zwei Zahlen mit verschiedener Ziffer an Stelle d − 1 sind danach

korrekt sortiert
I Zwei Zahlen mit gleicher Ziffer an Stelle d − 1 sind nach

Induktionsvoraussetzung bereits in richtiger Reihenfolge; sie
bleiben es auch, da stabil sortiert wird

I Somit Stellen d − 1, . . . , 0 korrekt sortiert
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Analyse

• Laufzeit abhängig vom benutzen Sortierverfahren

• Falls Stellen in [0, k] und k nicht zu groß, dann
I Counting-Sort gute Wahl
I Laufzeit Θ(d(n + k))
I Wenn d konstant und k = O(n), dann hat Radix-Sort linearen

Aufwand

• Wie schnell kann man damit b-Bit-Worte sortieren?
I Wir teilen die Worte in r -Bit-Ziffern auf
I Dann d = db/re, k = 2r − 1 und somit Laufzeit Θ( b

r (n + 2r ))
I Wenn b < blg nc, setzen wir r = b und erhalten Θ(n)
I Wenn b ≥ blg nc, setzen wir r = blg nc und erhalten Θ(bn/ lg n)
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Outline
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5.1 Counting Sort
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Bucket Sort

Annahme

• Eingabe sind unabhängige, gleichverteilte Zufallszahlen in [0, 1)

Idee

• Aufteilen der Zahlen auf n gleichgroße Buckets (Körbe)

• z.B. für n = 10: [0, 0.1), [0.1, 0.2), . . ., [0.9, 1)

• Dann Buckets sortieren
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Bucket Sort (Pseudo-Code)

Bucket-Sort(A)
1: n← A.length
2: Let B[0 . . n − 1] be a new array
3: for i ← 0 to n − 1
4: Make B[i ] an empty list

5: for i ← 1 to n
6: Insert A[i ] into list B[bnA[i ]c]
7: for i ← 0 to n − 1
8: Sort list B[i ] with insertion sort

9: Concatenate the lists B[0], B[1], . . ., B[n− 1] together in order

• Bucket i erhält alle Zahlen x mit bnxc = i

• D.h. im Bereich
[
i
n ,

i+1
n

]
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Beispiel
8.4 Bucket sort 201
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Figure 8.4 The operation of BUCKET-SORT for n D 10. (a) The input array AŒ1 : : 10�. (b) The
array BŒ0 : : 9� of sorted lists (buckets) after line 8 of the algorithm. Bucket i holds values in the
half-open interval Œi=10; .i C 1/=10/. The sorted output consists of a concatenation in order of the
lists BŒ0�; BŒ1�; : : : ; BŒ9�.

BUCKET-SORT.A/

1 let BŒ0 : : n � 1� be a new array
2 n D A: length
3 for i D 0 to n � 1

4 make BŒi� an empty list
5 for i D 1 to n

6 insert AŒi� into list BŒbnAŒi�c�
7 for i D 0 to n � 1

8 sort list BŒi� with insertion sort
9 concatenate the lists BŒ0�; BŒ1�; : : : ; BŒn � 1� together in order

Figure 8.4 shows the operation of bucket sort on an input array of 10 numbers.
To see that this algorithm works, consider two elements AŒi� and AŒj �. Assume

without loss of generality that AŒi� � AŒj �. Since bnAŒi�c � bnAŒj �c, either
element AŒi� goes into the same bucket as AŒj � or it goes into a bucket with a lower
index. If AŒi� and AŒj � go into the same bucket, then the for loop of lines 7–8 puts
them into the proper order. If AŒi� and AŒj � go into different buckets, then line 9
puts them into the proper order. Therefore, bucket sort works correctly.

To analyze the running time, observe that all lines except line 8 take O.n/ time
in the worst case. We need to analyze the total time taken by the n calls to insertion
sort in line 8.
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4 make BŒi� an empty list
5 for i D 1 to n
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7 for i D 0 to n � 1

8 sort list BŒi� with insertion sort
9 concatenate the lists BŒ0�; BŒ1�; : : : ; BŒn � 1� together in order

Figure 8.4 shows the operation of bucket sort on an input array of 10 numbers.
To see that this algorithm works, consider two elements AŒi� and AŒj �. Assume

without loss of generality that AŒi� � AŒj �. Since bnAŒi�c � bnAŒj �c, either
element AŒi� goes into the same bucket as AŒj � or it goes into a bucket with a lower
index. If AŒi� and AŒj � go into the same bucket, then the for loop of lines 7–8 puts
them into the proper order. If AŒi� and AŒj � go into different buckets, then line 9
puts them into the proper order. Therefore, bucket sort works correctly.

To analyze the running time, observe that all lines except line 8 take O.n/ time
in the worst case. We need to analyze the total time taken by the n calls to insertion
sort in line 8.
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Analyse

• Jede Zeile außer Z. 8 insgesamt O(n) im Worst Case

• Zeile 8: O(n2i ) falls Länge von Bucket i gleich ni
I Wir erwarten 1 Zahl in jedem Bucket, d.h. E [ ni ] = 1
I Aber das reicht nicht, da E

[
n2i
]
6= E [ ni ]

I Man kann zeigen: E
[
n2i
]

= 2− 1/n = O(1)
I Erwartete Laufzeit für alle Ausführungen von Z. 8 ist somit O(n)

• Erwartete Laufzeit unter unseren Annahmen ist somit O(n)

• Wiederum: Keine Vergleiche während Aufteilung in Buckets

• Bemerkung: Ähnlicher Trick oft anwendbar wenn Verteilung der
zu sortierenden Schlüssel bekannt ist
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Outline

1. Bäume

2. Heapsort

3. Quicksort

4. Untere Schranke
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Zum Nachlesen

• CLRS, Ch. 6, Heapsort

• CLRS, Ch. 7, Quicksort

• CLRS, Ch. 8, Sorting in Linear Time

• Timo Bingmann, The Sound of Sorting
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Dynamische Mengen

Wir müssen in Algorithmen oft dynamische Mengen verwalten,
d.h. Mengen, die sich mit der Zeit ändern.

Operationen

• Einfügen

• Löschen

• Mitgliedschaft testen

• Weitere je nach Anwendung

Parameter

• Mengenzugehörigkeit (oft: Schlüsselattribut)

• Ordnung der Elemente

• Mehrfachmengen
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Operationen (1)

• Wir arbeiten mit Zeigern auf die Elemente einer Menge S

• Jedes Element besitzt
I Ein Schlüsselattribut names key
I Beliebige Attribute für Satellitendaten
I Ggf. weitere Attribute für die Implementierung der

Mengendatenstruktur

• Allokation von Speicherplatz für die Elemente nicht betrachtet

Dictionary

Eine Datenstruktur, die die folgenden Operationen implementiert,
nennt man Dictionary.

• Search(S , k) gibt Zeiger x auf ein Element in S zurück so dass
x .key = k ; falls nicht vorhanden, nil

• Insert(S , x) fügt Element, auf das x zeigt, in S ein

• Delete(S , x) entfernt Element, auf das x zeigt, aus S
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Operationen (2)

Operationen für total geordnete Schlüsselmengen

• Minimum(S) gibt Zeiger auf minimales Element zurück

• Maximum(S) analog

• Successor(S , x) gibt Zeiger auf Nachfolgeelement von x
zurück (oder nil) falls letztes

• Predecessor(S , x) analog

Bei Mehrfachmengen: Minimum plus (|S | − 1)-mal Successor
enumeriert alle Elemente (d.h. Elemente mit gleichem Schlüssel
werden zuerst durchlaufen).

Kosten

• Gemessen in |S |
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Verkettete Liste

• Reihenfolge durch zeigerbasierte Verkettung

• Einfach verkettet (Elementattribut: next)

• Oder mehrfach verkettet (Elementattribute: prev , next)

• Operationen und Kosten
I List-Search(L, k) in Worst Case-Laufzeit Θ(n)
I List-Insert(L, x) in O(1)
I List-Delete(L, x) in O(1) für doppelt verkettete Listen

10.2 Linked lists 237

9 16 4 1

prev key next

(a)

9 16 4 1(b) 25

9 16 1(c) 25L:head

L:head

L:head

Figure 10.3 (a) A doubly linked list L representing the dynamic set f1; 4; 9; 16g. Each element in
the list is an object with attributes for the key and pointers (shown by arrows) to the next and previous
objects. The next attribute of the tail and the pre� attribute of the head are NIL, indicated by a diagonal
slash. The attribute L:head points to the head. (b) Following the execution of LIST-INSERT.L; x/,
where x:key D 25, the linked list has a new object with key 25 as the new head. This new object
points to the old head with key 9. (c) The result of the subsequent call LIST-DELETE.L; x/, where x

points to the object with key 4.

elements. In the remainder of this section, we assume that the lists with which we
are working are unsorted and doubly linked.

Searching a linked list

The procedure LIST-SEARCH.L; k/ finds the first element with key k in list L

by a simple linear search, returning a pointer to this element. If no object with
key k appears in the list, then the procedure returns NIL. For the linked list in
Figure 10.3(a), the call LIST-SEARCH.L; 4/ returns a pointer to the third element,
and the call LIST-SEARCH.L; 7/ returns NIL.

LIST-SEARCH.L; k/

1 x D L:head
2 while x ¤ NIL and x:key ¤ k

3 x D x:next
4 return x

To search a list of n objects, the LIST-SEARCH procedure takes ‚.n/ time in the
worst case, since it may have to search the entire list.

Inserting into a linked list

Given an element x whose key attribute has already been set, the LIST-INSERT

procedure “splices” x onto the front of the linked list, as shown in Figure 10.3(b).
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Stapel (stack)

• Last-in-first-out (LIFO) queue

• Operationen und typische Kosten
I Push(S , x) in O(1)
I Pop(S) in O(1)
I Stack-Empty(S) in O(1)

• Beispielumsetzungen
I Array (Nachteil: begrenzte Größe)
I Verkettete Liste (Nachteil: Speicherplatzaufwand für Zeiger)

10.1 Stacks and queues 233

1 2 3 4 5 6 7

S 15 6 2 9

1 2 3 4 5 6 7

S 15 6 2 9 17 3

1 2 3 4 5 6 7

S 15 6 2 9 17 3

(a) (b) (c)

S: top D 4 S: top D 6 S: top D 5

Figure 10.1 An array implementation of a stack S . Stack elements appear only in the lightly shaded
positions. (a) Stack S has 4 elements. The top element is 9. (b) Stack S after the calls PUSH.S; 17/

and PUSH.S; 3/. (c) Stack S after the call POP.S/ has returned the element 3, which is the one most
recently pushed. Although element 3 still appears in the array, it is no longer in the stack; the top is
element 17.

inserted element. The stack consists of elements SŒ1 : : S: top�, where SŒ1� is the
element at the bottom of the stack and SŒS: top� is the element at the top.

When S: top D 0, the stack contains no elements and is empty. We can test to
see whether the stack is empty by query operation STACK-EMPTY. If we attempt
to pop an empty stack, we say the stack underflows, which is normally an error.
If S: top exceeds n, the stack overflows. (In our pseudocode implementation, we
don’t worry about stack overflow.)

We can implement each of the stack operations with just a few lines of code:

STACK-EMPTY.S/

1 if S: top == 0

2 return TRUE

3 else return FALSE

PUSH.S; x/

1 S: top D S: topC 1

2 SŒS: top� D x

POP.S/

1 if STACK-EMPTY.S/

2 error “underflow”
3 else S: top D S: top � 1

4 return SŒS: topC 1�

Figure 10.1 shows the effects of the modifying operations PUSH and POP. Each of
the three stack operations takes O.1/ time.
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Schlange (queue)

• First-in-first-out (FIFO) queue

• Operationen und typische Kosten
I Enqueue(Q, x) in O(1)
I Dequeue(Q) in O(1)

• Beispielumsetzungen
I Als Ringpuffer organisiertes Array
I Als verkettete Liste (mit zusätzlichem Zeiger L.tail)234 Chapter 10 Elementary Data Structures

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Q(a) 15 6 9 8 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Q(b) 15 6 9 8 43 5 17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Q(c) 15 6 9 8 43 5 17

Q:head D 7

Q:head D 7 Q: tail D 12

Q: tail D 3

Q: tail D 3

Q:head D 8

Figure 10.2 A queue implemented using an array QŒ1 : : 12�. Queue elements appear only in the
lightly shaded positions. (a) The queue has 5 elements, in locations QŒ7 : : 11�. (b) The configuration
of the queue after the calls ENQUEUE.Q; 17/, ENQUEUE.Q; 3/, and ENQUEUE.Q; 5/. (c) The
configuration of the queue after the call DEQUEUE.Q/ returns the key value 15 formerly at the
head of the queue. The new head has key 6.

Queues

We call the INSERT operation on a queue ENQUEUE, and we call the DELETE

operation DEQUEUE; like the stack operation POP, DEQUEUE takes no element ar-
gument. The FIFO property of a queue causes it to operate like a line of customers
waiting to pay a cashier. The queue has a head and a tail. When an element is en-
queued, it takes its place at the tail of the queue, just as a newly arriving customer
takes a place at the end of the line. The element dequeued is always the one at
the head of the queue, like the customer at the head of the line who has waited the
longest.

Figure 10.2 shows one way to implement a queue of at most n � 1 elements
using an array QŒ1 : : n�. The queue has an attribute Q:head that indexes, or points
to, its head. The attribute Q: tail indexes the next location at which a newly arriv-
ing element will be inserted into the queue. The elements in the queue reside in
locations Q:head; Q:head C 1; : : : ; Q: tail � 1, where we “wrap around” in the
sense that location 1 immediately follows location n in a circular order. When
Q:head D Q: tail, the queue is empty. Initially, we have Q:head D Q: tail D 1.
If we attempt to dequeue an element from an empty queue, the queue underflows.

234 Chapter 10 Elementary Data Structures

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Q(a) 15 6 9 8 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Q(b) 15 6 9 8 43 5 17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Q(c) 15 6 9 8 43 5 17

Q:head D 7

Q:head D 7 Q: tail D 12

Q: tail D 3

Q: tail D 3

Q:head D 8

Figure 10.2 A queue implemented using an array QŒ1 : : 12�. Queue elements appear only in the
lightly shaded positions. (a) The queue has 5 elements, in locations QŒ7 : : 11�. (b) The configuration
of the queue after the calls ENQUEUE.Q; 17/, ENQUEUE.Q; 3/, and ENQUEUE.Q; 5/. (c) The
configuration of the queue after the call DEQUEUE.Q/ returns the key value 15 formerly at the
head of the queue. The new head has key 6.

Queues

We call the INSERT operation on a queue ENQUEUE, and we call the DELETE

operation DEQUEUE; like the stack operation POP, DEQUEUE takes no element ar-
gument. The FIFO property of a queue causes it to operate like a line of customers
waiting to pay a cashier. The queue has a head and a tail. When an element is en-
queued, it takes its place at the tail of the queue, just as a newly arriving customer
takes a place at the end of the line. The element dequeued is always the one at
the head of the queue, like the customer at the head of the line who has waited the
longest.

Figure 10.2 shows one way to implement a queue of at most n � 1 elements
using an array QŒ1 : : n�. The queue has an attribute Q:head that indexes, or points
to, its head. The attribute Q: tail indexes the next location at which a newly arriv-
ing element will be inserted into the queue. The elements in the queue reside in
locations Q:head; Q:head C 1; : : : ; Q: tail � 1, where we “wrap around” in the
sense that location 1 immediately follows location n in a circular order. When
Q:head D Q: tail, the queue is empty. Initially, we have Q:head D Q: tail D 1.
If we attempt to dequeue an element from an empty queue, the queue underflows.
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Binärbäume

• Elementattribute
I p für Vaterknoten
I left für linken Sohn
I right für rechten Sohn

• T .root = nil ⇔ Baum ist leer

• T .root = x ⇔ x ist Wurzel ⇔ x .p = nil

• Dieses Schema anwendbar, solange Knotengrad beschränkt ist10.4 Representing rooted trees 247

T:root

Figure 10.9 The representation of a binary tree T . Each node x has the attributes x:p (top), x: left
(lower left), and x:right (lower right). The key attributes are not shown.

T:root

Figure 10.10 The left-child, right-sibling representation of a tree T . Each node x has attributes x:p
(top), x: left-child (lower left), and x:right-sibling (lower right). The key attributes are not shown.
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Bäume mit unbegrenztem Grad

• Left-child, right-sibling Repräsentation
• Attribute

I p für Vaterknoten
I x .left-child für das erste Kind
I x .right-sibling für den nächsten Geschwisterknoten

• x .left-child = nil ⇔ Blatt
• x .right-sibling = nil ⇔ x ist letzter Sohn (am weitesten rechts)

10.4 Representing rooted trees 247

T:root

Figure 10.9 The representation of a binary tree T . Each node x has the attributes x:p (top), x: left
(lower left), and x:right (lower right). The key attributes are not shown.

T:root

Figure 10.10 The left-child, right-sibling representation of a tree T . Each node x has attributes x:p
(top), x: left-child (lower left), and x:right-sibling (lower right). The key attributes are not shown.
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Andere Repräsentationen für Bäume

• Heap

• Einige Zeiger können wegfallen

• Viele Möglichkeiten, durch Anwendung bestimmt
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Dictionaries und Hash-Tabellen

• Viele Anwendungen benötigen dynamische Mengen, die nur die
Dictionary-Operationen unterstützen
I Search(S , k) gibt Zeiger x auf ein Element in S zurück so dass

x .key = k; falls nicht vorhanden, nil
I Insert(S , x) fügt Element, auf das x zeigt, in S ein
I Delete(S , x) entfernt Element, auf das x zeigt, aus S

• Beispiel: Symboltabelle in einem Compiler

• Mit Dictionaries kann man auch Abbildung Schlüssel → Wert
realisieren (key -Attribut = Schlüssel, Satellitendaten = Wert)

• Hash-Tabellen erlauben eine effektive Umsetzungen eines
Dictionaries
I Einfügen und Löschen in O(1)
I Suche in O(1) Average Case / erwartete Zeit unter bestimmten

Annahmen, aber Θ(n) im Worst Case
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Direkte Adressierung

Annahme

• Alle Schlüssel aus U = { 0, 1, . . . ,m − 1 } für kleines m

• Alle Schlüssel sind verschieden

Eine Tabelle mit direkter Adressierung (direct-address table) ist
ein Array T [0 . .m − 1].

• Idee: Schlüssel als Index

• Jeder Eintrag, genannt Slot, entspricht einem Schlüssel

• Wenn ein Element x mit Schlüssel k existiert, dann enthält T [k]
Zeiger auf x

• Ansonsten T [k] = nil
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Beispiel für direkte Adressierung

254 Chapter 11 Hash Tables

11.1 Direct-address tables

Direct addressing is a simple technique that works well when the universe U of
keys is reasonably small. Suppose that an application needs a dynamic set in which
each element has a key drawn from the universe U D f0; 1; : : : ; m � 1g, where m

is not too large. We shall assume that no two elements have the same key.
To represent the dynamic set, we use an array, or direct-address table, denoted

by T Œ0 : : m � 1�, in which each position, or slot, corresponds to a key in the uni-
verse U . Figure 11.1 illustrates the approach; slot k points to an element in the set
with key k. If the set contains no element with key k, then T Œk� D NIL.

The dictionary operations are trivial to implement:

DIRECT-ADDRESS-SEARCH.T; k/

1 return T Œk�

DIRECT-ADDRESS-INSERT.T; x/

1 T Œx:key� D x

DIRECT-ADDRESS-DELETE.T; x/

1 T Œx:key� D NIL

Each of these operations takes only O.1/ time.

T

U
(universe of keys)

K
(actual
keys)

2
3

5
8

1

9
4

0
7

6 2

3

5

8

key satellite data

2

0

1

3

4

5

6

7

8

9

Figure 11.1 How to implement a dynamic set by a direct-address table T . Each key in the universe
U D f0; 1; : : : ; 9g corresponds to an index in the table. The set K D f2; 3; 5; 8g of actual keys
determines the slots in the table that contain pointers to elements. The other slots, heavily shaded,
contain NIL.
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Direkte Adressierung (Pseudo-Code)

Direct-Address-Search(T , k)
1: return T [k]

Direct-Address-Insert(T , x)
1: return T [x .key ]← x

Direct-Address-Delete(T , x)
1: return T [x .key ]← nil

• Alle Operationen O(1)
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Hash-Tabellen

Probleme mit direkter Adressierung

• Großes U, aber nicht dicht besetzt

• Speicheraufwand ist Θ(|U|) selbst wenn nur Schlüssel aus
K ⊆ U mit |K | � |U| tatsächlich gespeichert werden

Hash-Tabellen

• O(1) Zeit, jetzt allerdings Average Case / erwartete Laufzeit

• Θ(|K |) Speicher, also gut wenn |K | � |U|
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Hash-Funktion

Bei direkter Adressierung wurde ein Element k an Adresse k
gespeichert. Hash-Tabellen verallgemeinern dies:

• Speichere k an Adresse h(k)

• h heisst Hash-Funktion

• h : U → { 0, . . . ,m − 1 }
• h(k) heisst Hash-Wert (hash value) von k

Kollision

• h(k1) = h(k2) heißt Kollision

• h sollte so gestaltet sein, dass Kollisionen vermieden werden
I Oft: Möglichst zufällig → Kollisionen unwahrscheinlich

• Kollisionen treten trotzdem auf, da normalerweise |U| > m

• Daher wichtig: Kollisionsbehandlung

21 / 148



Beispiel mit Hash-Funktion

256 Chapter 11 Hash Tables

11.2 Hash tables

The downside of direct addressing is obvious: if the universe U is large, storing
a table T of size jU j may be impractical, or even impossible, given the memory
available on a typical computer. Furthermore, the set K of keys actually stored
may be so small relative to U that most of the space allocated for T would be
wasted.

When the set K of keys stored in a dictionary is much smaller than the uni-
verse U of all possible keys, a hash table requires much less storage than a direct-
address table. Specifically, we can reduce the storage requirement to ‚.jKj/ while
we maintain the benefit that searching for an element in the hash table still requires
only O.1/ time. The catch is that this bound is for the average-case time, whereas
for direct addressing it holds for the worst-case time.

With direct addressing, an element with key k is stored in slot k. With hashing,
this element is stored in slot h.k/; that is, we use a hash function h to compute the
slot from the key k. Here, h maps the universe U of keys into the slots of a hash
table T Œ0 : : m � 1�:

h W U ! f0; 1; : : : ; m � 1g ;

where the size m of the hash table is typically much less than jU j. We say that an
element with key k hashes to slot h.k/; we also say that h.k/ is the hash value of
key k. Figure 11.2 illustrates the basic idea. The hash function reduces the range
of array indices and hence the size of the array. Instead of a size of jU j, the array
can have size m.

T

U
(universe of keys)

K
(actual
keys)

0

m–1

k1

k2 k3

k4 k5

h(k1)

h(k4)

h(k3)

h(k2) = h(k5)

Figure 11.2 Using a hash function h to map keys to hash-table slots. Because keys k2 and k5 map
to the same slot, they collide.
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Kollisionsbehandlung durch Listen

Idee

• Jeder Slot ist eine verkettete Liste, die alle kollidierenden
Elemente enthält

• Das nennt man Chaining11.2 Hash tables 257

T

U
(universe of keys)

K
(actual
keys)

k1

k2 k3

k4 k5

k6

k7

k8

k1

k2

k3

k4

k5

k6

k7

k8

Figure 11.3 Collision resolution by chaining. Each hash-table slot T Œj � contains a linked list of
all the keys whose hash value is j . For example, h.k1/ D h.k4/ and h.k5/ D h.k7/ D h.k2/.
The linked list can be either singly or doubly linked; we show it as doubly linked because deletion is
faster that way.

There is one hitch: two keys may hash to the same slot. We call this situation
a collision. Fortunately, we have effective techniques for resolving the conflict
created by collisions.

Of course, the ideal solution would be to avoid collisions altogether. We might
try to achieve this goal by choosing a suitable hash function h. One idea is to
make h appear to be “random,” thus avoiding collisions or at least minimizing
their number. The very term “to hash,” evoking images of random mixing and
chopping, captures the spirit of this approach. (Of course, a hash function h must be
deterministic in that a given input k should always produce the same output h.k/.)
Because jU j > m, however, there must be at least two keys that have the same hash
value; avoiding collisions altogether is therefore impossible. Thus, while a well-
designed, “random”-looking hash function can minimize the number of collisions,
we still need a method for resolving the collisions that do occur.

The remainder of this section presents the simplest collision resolution tech-
nique, called chaining. Section 11.4 introduces an alternative method for resolving
collisions, called open addressing.

Collision resolution by chaining

In chaining, we place all the elements that hash to the same slot into the same
linked list, as Figure 11.3 shows. Slot j contains a pointer to the head of the list of
all stored elements that hash to j ; if there are no such elements, slot j contains NIL.
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Chaining (Pseudo-Code)

Chained-Address-Insert(T , x)
1: Insert x at the head of list T [h(x .key)]

Chained-Address-Search(T , k)
1: Search for an element with key k in T [h(k)]

Chained-Address-Delete(T , x)
1: Delete x from the list T [h(x .key)]

Analyse

• Chained-Address-Insert ist O(1)

• Chained-Address-Delete ist O(1)
I Da Eingabe nicht Schlüssel, sondern Zeiger auf x
I Wenn nur Schlüssel gegeben, dann muss man erst suchen

• Laufzeit Chained-Address-Search ist proportional zur
Länge der Liste; diese schauen wir uns jetzt an
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Analyse

• Gesucht: Durchschnittliche Anzahl der betrachteten Elemente

• Analyse basiert auf Füllgrad α (load factor)
I n = Anzahl der Elemente in der Hash-Tabelle
I m = Anzahl der Slots = Anzahl der verketteten Listen
I α = n/m ist durchschnittliche Anzahl der Elemente pro Liste
I Möglich: α < 1, α = 1, α > 1

• Worst Case: Alle Elemente in einer Liste der Länge n
→ Θ(n) Aufwand für Suche

• Was ist der Average Case? Annahmen:
I h verteilt Schlüssel gleichmäßig auf alle Slots
I Genauer: simple uniform hashing, d.h. jedes Element wird mit

gleicher Wahrscheinlichkeit und unabhängig von anderen
Elementen auf jeden Slot abgebildet

I h berechenbar in Θ(1)

• Kosten werden verursacht durch Ablaufen der Kollisionslisten
I Fall 1: Suche nicht erfolgreich
I Fall 2: Suche erfolgreich
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Erfolglose Suche

Theorem

Eine erfolglose Suche hat Average Case-Laufzeit Θ(1 + α).

Beweis.

• Unter der Gleichverteilungsannahme: Jedes k wird auf einen der
m Slots mit gleicher Wahrscheinlichkeit gehasht

• Average Case-Laufzeit entspricht dem durchschnittlichen
Aufwand zum vollständigen Durchlaufen einer Kollisionsliste

• Erwartete Länge der durchsuchten Liste = α = n/m

• Somit n/m Elemente durchschnittlich durchlaufen

• Average Case (mit Berechnung von h(k)) ist Θ(1 + α)
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Erfolgreiche Suche (1)

Weitere Annahme: Jedes Element wird mit gleicher
Wahrscheinlichkeit gesucht.

Theorem

Eine erfolgreiche Suche hat Average Case-Laufzeit Θ(1 + α).

Beweis.

• Anzahl betrachteter Elemente ist 1 + Anzahl aller Elemente vor
dem gesuchten Element x

• Das sind alle die Elemente, die nach x eingefügt wurden und auf
den gleichen Slot hashen

• Wie viele sind das für ein zufällig gewähltes x?
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Erfolgreiche Suche (2)

• xi = i-tes eingefügtes Element

• ki = xi .key

• Indikatorvariable Xij = Ih(ki )=h(kj )

• Unabhängig gleichverteilt: P ( h(ki ) = h(kj) ) = 1/m, somit
E [Xij ] = 1/m

• Anzahl Elemente

E

 1

n

n∑
i=1

(
1 +

n∑
j=i+1

Xij

) =
1

n

n∑
i=1

(
1 +

n∑
j=i+1

1

m

)

= 1 +
1

nm

n∑
i=1

(n − i) = 1 +
1

nm

(
n2 − n(n + 1)

2

)
= 1 +

α

2
− 1

2m
= 1 +

α

2
− α

2n
= Θ(1 + α)
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Bewertung der Laufzeiten

Unter unseren Annahmen

• Wenn n = O(m), dann α = n/m = O(m)/m = O(1)

• Dann benötigen alle Operationen O(1) Zeit im Average Case

Jetzt: Welche Hash-Funktion verwenden wir?
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Hash-Funktionen

Was ist eine gute Hash-Funktion?

• Erfüllt idealerweise die Annahme des Simple Uniform Hashing

• Das ist in Praxis nicht möglich, denn wir kennen die
Schlüsselverteilung nicht

• Daher werden oft Heuristiken verwendet

• Außerdem: effizient berechenbar

Beispiel

• Divisionsmethode

• Multiplikationsmethode

• Universelles Hashing
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Schlüssel als natürliche Zahlen

Wir interpretieren Schlüssel gewöhnlich als natürliche Zahlen.

Beispiel

• Vorzeichenbehaftete Ganzzahlen: Vorzeichen weglassen oder als
vorzeichenlos interpretieren

• Zeichenketten
I Interpretation als natürliche Zahl zu passender Basis
I ASCII-Werte: A=65, &=38, D=68
I ASCII hat 128 verschiedene Zeichen → Basis 128
I Interpretation: 65 · 1282 + 38 · 128 + 68 = 1 069 892
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Divisionsmethode

Definition

h(k) = k mod m

Diskussion

• Beispiel: m = 20, k = 91 → h(k) = 11

• Vorteil: Schnell, nur eine Division

• Nachteil: Nicht für alle Werte von m geeignet
I Keine Zweierpotenz, da sonst nur letzten lgm Bits berücksichtigt
I Keine Zehnerpotenzen, falls wir im Dezimalsystem sind
I Für Zeichenketten mit Basis 2p ist m = 2p − 1 ungünstig:

Vertauschen von Zeichen ändern den Hashwert nicht

• Gute Wahl: Primzahl die nicht in der Nähe einer Zweierpotenz
ist
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Multiplikationsmethode

Definition

1. Wähle 0 < A < 1

2. Multipliziere Schlüssel mit A

3. Nachkommastellen von kA extrahieren

4. Mit m multipizieren

5. Danach abrunden

h(k) = bm(kA− bkAc)c

Diskussion

• Vorteil: Güte nicht abhängig von m (kann 2er-Potenz sein)

• Nachteil: Langsamer als Divisionsmethode
(Aber kann effizient implementiert werden, z.B. wenn m 2er-Potenz)

• Arbeitet mit jeder gültigen Wahl von A
I Aber nicht mit jeder Wahl gleich gut
I Donald Knuth empfiehlt: A = (

√
5− 1)/2 = 0.6180339887 . . .
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Universelles Hashing

• Worst Case-Verhalten kann bei Kenntnis der Hash-Funktion
durch bösartige Wahl der Elemente erzwungen werden

• Ein Lösung: Randomisierung der Hash-Funktion
I Aber nicht beliebig, sondern zufällige Wahl aus einer Menge von

guten Funktionen

• Eine Klasse H von Hash-Funktionen von U → { 0, . . . ,m − 1 }
ist universell, wenn für jedes Schlüsselpaar k 6= l die Anzahl der
Hashfunktionen h ∈H für die h(k) = h(l) nicht größer als
|H |/m
• Beispiel: Für Primzahl p mit p > |U| und a, b ∈ N:
{ (ax + b mod p) mod m | 0 < a < p, 0 ≤ b < p }
• Es gilt: Zwei Schlüssel kollidieren bei zufällig gewählter

Hash-Funktion mit Wahrscheinlichkeit ≤ 1/m

• Man kann zeigen: Mit Chaining und universellem Hashing haben
alle Dictionary-Operationen erwartete Laufzeit O(1 + α)
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Outline

1. Elementare Datenstrukturen

2. Hash-Tabellen
2.1 Direkte Adressierung
2.2 Chaining
2.3 Hash-Funktionen
2.4 Offene Adressierung

3. Binäre Suchbäume

4. Rot-Schwarz-Bäume

5. Anreicherung von Datenstrukturen

6. Disjunkte Mengen
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Offene Adressierung

• Alternative zur Kollisionsbehandlung

• Chaining: Elemente in Liste abgelegt

• Offene Adressierung: Schlüssel direkt in Hash-Tabelle ablegen

• Jeder Slot enthält also entweder einen Schlüssel oder nil

• Somit α ≤ 1

• Idee: Speichere k in
I Slot h(x .key) falls frei
I Sonst in einem anderen freien Feld
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Suche

• h(k) ausrechnen und Slot h(k) untersuchen; genannt Probe

• Falls Slot h(k)
I Den Schlüssel k enthält, ist die Suche erfolgreich
I nil enthält, ist die Suche nicht erfolgreich

• Ansonsten enthält Slot h(k) einen Schlüssel 6= k
I Dann berechnen wir den Index eines anderen Slots, um diesen zu

probieren
I Berechnung erfolgt abhängig von k mit Hilfe einer erweiterten

Hash-Funktion
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Probensequenz

Wir suchen freies Feld mit Hilfe einer erweiterten Hashfunktion

h : U × { 0, 1, . . . ,m − 1 }︸ ︷︷ ︸
Probennummer

→ { 0, 1, . . . ,m − 1 }︸ ︷︷ ︸
Slotnummer

,

wobei für jeden Schlüssel k die Probensequenz

〈h(k , 0), h(k , 1), . . . , h(k ,m − 1)〉

eine Permutation von {0, 1, . . . ,m − 1} sein muss.

• Probensequenz wird genutzt um

1. Speicherplatz für ein Element zu finden
2. Ein Element zu suchen

• Doppeltes Probieren eines Slots ist nutzlos
→ Permutationsanforderung
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Einfügen (Pseudo-Code)

Hash-Insert(T , k)
1: i ← 0
2: repeat
3: j ← h(k, i)
4: if T [j ] = nil
5: T [j ]← k
6: return j
7: else i ← i + 1

8: until i = m
9: error “hash table overflow”
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Suche (Pseudo-Code)

Hash-Search(T , k)
1: i ← 0
2: repeat
3: j ← h(k, i)
4: if T [j ] = k
5: return j
6: else i ← i + 1

7: until T [j ] = nil or i = m
8: return nil

Und Löschen?

• Schwierig

• Chaining besser geeignet, wenn Löschoperationen auftreten
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Hash-Funktionen für offene Adressierung

• Ideal wäre uniform hashing, d.h. alle m! Permutation
unabhängig und gleichwahrscheinlich für jeden Schlüssel

• Schwer umzusetzen→ Heuristiken
I Erzeugen garantiert Permutation als Probensequenz
I Aber nicht alle Permutationen

• Wir erweitern dazu gegebene Hash-Funktionen zu erweiterten
Hash-Funktionen
I Lineares Hashing
I Quadratisches Hashing
I Doppeltes Hashing
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Lineares Hashing

Definition

h(k , i) = (h′(k) + i) mod m

Bemerkungen

• Sequentiell nächsten Slot probieren

• Initiale Probe bestimmt gesamte Probensequenz
→ Nur m mögliche Probensequenzen

• Nachteil: Primäres Clustering
I Lange besetzte Folgen in der Hash-Tabelle werden immer länger
I Denn: Leerer Slot, vor dem i volle Slots stehen, wird besetzt mit

Wahrscheinlichkeit (i + 1)/m
I Dadurch höhere durchschnittliche Einfüge- und Suchkosten
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Quadratisches Hashing

Definition

h(k , i) = (h′(k) + c1i + c2i
2) mod m

mit c1, c2 6= 0 und sorgfältig gewählt

Bemerkungen

• Startet auch mit Slot h′(k), springt danach aber auf Basis
quadratischer Funktion

• Das funktioniert besser als lineares Hashing, aber
I Nicht alle Kombinationen von m, c1, c2 liefern Permutation
I Immer noch nur m mögliche Probensequenzen

• Nachteil: Sekundäres Clustering (milder)
I Zwei Schlüssel mit gleichem Hash-Wert haben gleiche

Probensequenz
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Doppeltes Hashing

Definition

h(k , i) := (h1(k) + ih2(k)) mod m

mit h2(k) relativ prim zu m

Bemerkungen

• Jetzt zwei Hash-Funktionen: eine für initiale Probe, eine für alle
weiteren

• Funktioniert besser als lineares und quadratisches Hashing
I Θ(m2) Probesequenzen möglich

• Relativ prim heißt keine gemeinsamen Primfaktoren außer 1
I Garantiert Permutation
I z.B. m ist 2er-Potenz und h2 erzeugt ungerade Zahl
I z.B. m Primzahl und 1 < h2(k) < m
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Analyse

Annahmen

• Analyse abhängig vom Ladefaktor

• Hash-Tabelle niemals voll, d.h. 0 ≤ α < 1

• Uniform Hashing

• Kein Löschen

• In erfolgreicher Suche wird jeder Schlüssel mit gleicher
Wahrscheinlichkeit gesucht

Vorgehen

• Wir berechnen die erwartete Anzahl von Proben

• Wieder zuerst erfolglose, dann erfolgreiche Suche
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Erfolglose Suche (1)

Theorem

Die erwartete Anzahl von Proben für eine erfolglose Suche ist
höchstens 1/(1− α).

Beweis.

• Erfolglos heißt
I Letzte Probe auf freien Slot
I Jede vorherige auf besetzten Slot

• Ereignis Ai = i-te Probe wird durchgeführt und Slot besetzt
I Wenn durchgeführt: i − 1 Slots schon probiert, alle besetzt
I m − i + 1 Slots noch nicht probiert
→ Unter unseren Annahmen wird jeder Slot mit gleicher
Wahrscheinlichkeit als nächster ausgewählt

I n − i + 1 noch nicht probierte, besetzte Slots

P (Ai | A1,A2, . . . ,Ai−1 ) =
n − i + 1

m − i + 1
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Erfolglose Suche (2)

• Somit

P (Ai ) = P (A1 ) · P (A2 | A1 ) · · ·P (Ai | A1,A2, . . . ,Ai−1 )

=
n

m
· n − 1

m − 1
· · · n − i + 1

m − i + 1
=

i−1∏
j=0

n − j

m − j

≤
( n

m

)i
= αi

• Zufallsvariable X = #Proben
I P (X ≥ i ) = P (Ai−1 )

• Es gilt für X natürlichzahlig:

E [X ] =
∞∑
i=0

i P (X = i ) =
∞∑
i=0

i(P (X ≥ i )− P (X ≥ i + 1 ))

=
∞∑
i=1

P (X ≥ i )
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Erfolglose Suche (3)

• Alles zusammen

E [X ] =
∞∑
i=1

P (X ≥ i ) =
∞∑
i=1

P (Ai−1 ) =
∞∑
i=0

P (Ai )

≤
∞∑
i=0

αi =
1

1− α

Interpretation

• Wenn α konstant, dann O(1)

• Wenn α = 0.5, dann ≤ 2 Proben in Erwartung

• Wenn α = 0.9, dann ≤ 10 Proben in Erwartung

Korollar

Die erwartete Anzahl von Proben für das Einfügen ist ≤ 1/(1− α).

Beweis. Gleiche Folge wie erfolglose Suche.
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Erfolgreiche Suche (1)

Theorem

Die erwartete Anzahl von Proben für eine erfolgreiche Suche ist
höchstens

1

α
ln

1

1− α
.

Beweis.

• Suche nach k → gleiche Probensequenz wie Einfügen des
Schlüssels k

• Wenn k der (i + 1)-te eingefügte Schlüssel war, dann zu dieser
Zeit
I α = i/m
I Erwartete Länge der Probensequenz ≤ 1/(1− i/m) = m/(m − i)

• Jeder Schlüssel wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit abgefragt
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Erfolgreiche Suche (2)

• X = # Proben

E [X ] ≤ 1

n

n−1∑
i=0

m

m − i
=

m

n

n−1∑
i=0

1

m − i
=

1

α

m∑
k=m−n+1

1

k

≤ 1

α

∫ m

m−n

1

x
dx

=
1

α
ln

m

m − n
=

1

α
ln

1

1− α
Interpretation

• Es gilt 1/α ln(1/(1− α)) ≤ 1/1− α (wie erwartet)

• Wenn α konstant, dann O(1)

• Wenn α = 0.5, dann ≤ 1.4 Proben in Erwartung

• Wenn α = 0.9, dann ≤ 2.6 Proben in Erwartung
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Outline

1. Elementare Datenstrukturen

2. Hash-Tabellen

3. Binäre Suchbäume

4. Rot-Schwarz-Bäume

5. Anreicherung von Datenstrukturen

6. Disjunkte Mengen
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Binäre Suchbäume

• Wichtige Datenstruktur für geordnete dynamische Mengen

• Unterstützt viele Operationen, z.B.
I Suche
I Minimum und Maximum
I Vorgänger und Nachfolger
I Einfügen und Löschen

• Operationen in O(h) mit h Höhe des Baumes

• Höhe variiert
I Vollständiger Binärbaum: Θ(lg n)
I Liste: Θ(n)
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Binäre Suchbäume (BSB)

Definition

Ein binärer Suchbaum ist ein

• binärer Baum mit Attributen left, right, p und key , der

• die binäre Suchbaumeigenschaft erfüllt
I Wenn y im linken Teilbaum von x , dann y .key ≤ x .key
I Wenn y im rechten Teilbaum von x , dann y .key ≥ x .key

12.1 What is a binary search tree? 287
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Figure 12.1 Binary search trees. For any node x, the keys in the left subtree of x are at most x:key,
and the keys in the right subtree of x are at least x:key. Different binary search trees can represent
the same set of values. The worst-case running time for most search-tree operations is proportional
to the height of the tree. (a) A binary search tree on 6 nodes with height 2. (b) A less efficient binary
search tree with height 4 that contains the same keys.

its right child, and its parent, respectively. If a child or the parent is missing, the
appropriate attribute contains the value NIL. The root node is the only node in the
tree whose parent is NIL.

The keys in a binary search tree are always stored in such a way as to satisfy the
binary-search-tree property:

Let x be a node in a binary search tree. If y is a node in the left subtree
of x, then y:key � x:key. If y is a node in the right subtree of x, then
y:key � x:key.

Thus, in Figure 12.1(a), the key of the root is 6, the keys 2, 5, and 5 in its left
subtree are no larger than 6, and the keys 7 and 8 in its right subtree are no smaller
than 6. The same property holds for every node in the tree. For example, the key 5

in the root’s left child is no smaller than the key 2 in that node’s left subtree and no
larger than the key 5 in the right subtree.

The binary-search-tree property allows us to print out all the keys in a binary
search tree in sorted order by a simple recursive algorithm, called an inorder tree
walk. This algorithm is so named because it prints the key of the root of a subtree
between printing the values in its left subtree and printing those in its right subtree.
(Similarly, a preorder tree walk prints the root before the values in either subtree,
and a postorder tree walk prints the root after the values in its subtrees.) To use
the following procedure to print all the elements in a binary search tree T , we call
INORDER-TREE-WALK.T:root/.
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Figure 12.1 Binary search trees. For any node x, the keys in the left subtree of x are at most x:key,
and the keys in the right subtree of x are at least x:key. Different binary search trees can represent
the same set of values. The worst-case running time for most search-tree operations is proportional
to the height of the tree. (a) A binary search tree on 6 nodes with height 2. (b) A less efficient binary
search tree with height 4 that contains the same keys.

its right child, and its parent, respectively. If a child or the parent is missing, the
appropriate attribute contains the value NIL. The root node is the only node in the
tree whose parent is NIL.

The keys in a binary search tree are always stored in such a way as to satisfy the
binary-search-tree property:

Let x be a node in a binary search tree. If y is a node in the left subtree
of x, then y:key � x:key. If y is a node in the right subtree of x, then
y:key � x:key.

Thus, in Figure 12.1(a), the key of the root is 6, the keys 2, 5, and 5 in its left
subtree are no larger than 6, and the keys 7 and 8 in its right subtree are no smaller
than 6. The same property holds for every node in the tree. For example, the key 5

in the root’s left child is no smaller than the key 2 in that node’s left subtree and no
larger than the key 5 in the right subtree.

The binary-search-tree property allows us to print out all the keys in a binary
search tree in sorted order by a simple recursive algorithm, called an inorder tree
walk. This algorithm is so named because it prints the key of the root of a subtree
between printing the values in its left subtree and printing those in its right subtree.
(Similarly, a preorder tree walk prints the root before the values in either subtree,
and a postorder tree walk prints the root after the values in its subtrees.) To use
the following procedure to print all the elements in a binary search tree T , we call
INORDER-TREE-WALK.T:root/.
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Traversierung des Suchbaums

Elemente in einem binären Suchbaum können leicht in
aufsteigender Reihenfolge durchlaufen werden.

Inorder-Tree-Walk(x)
1: if x 6= nil
2: Inorder-Tree-Walk(x .left)
3: Output x .key
4: Inorder-Tree-Walk(x .right)

• Kosten Θ(n)

• Analog: Preorder-Tree-Walk und
Postorder-Tree-Walk
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Suchen

Tree-Search(x , k)
1: if x = nil or k = x .key
2: return x
3: if k < x .key
4: return Tree-Search(x .left, k)
5: else return Tree-Search(x .right, k)

Tree-Search-Iterative(x , k)
1: while x 6= nil and k 6= x .key
2: if k < x .key
3: x ← x .left
4: else x ← x .right

5: return x

• Aufruf: Tree-Search(T .root, x)

• Laufzeit: O(h)
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Beispiel290 Chapter 12 Binary Search Trees

2 4

3

13

7

6

17 20

18

15

9

Figure 12.2 Queries on a binary search tree. To search for the key 13 in the tree, we follow the path
15 ! 6 ! 7 ! 13 from the root. The minimum key in the tree is 2, which is found by following
left pointers from the root. The maximum key 20 is found by following right pointers from the root.
The successor of the node with key 15 is the node with key 17, since it is the minimum key in the
right subtree of 15. The node with key 13 has no right subtree, and thus its successor is its lowest
ancestor whose left child is also an ancestor. In this case, the node with key 15 is its successor.

TREE-SEARCH.x; k/

1 if x == NIL or k == x:key
2 return x

3 if k < x:key
4 return TREE-SEARCH.x: left; k/

5 else return TREE-SEARCH.x:right; k/

The procedure begins its search at the root and traces a simple path downward in
the tree, as shown in Figure 12.2. For each node x it encounters, it compares the
key k with x:key. If the two keys are equal, the search terminates. If k is smaller
than x:key, the search continues in the left subtree of x, since the binary-search-
tree property implies that k could not be stored in the right subtree. Symmetrically,
if k is larger than x:key, the search continues in the right subtree. The nodes
encountered during the recursion form a simple path downward from the root of
the tree, and thus the running time of TREE-SEARCH is O.h/, where h is the height
of the tree.

We can rewrite this procedure in an iterative fashion by “unrolling” the recursion
into a while loop. On most computers, the iterative version is more efficient.
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Minimum und Maximum

Die binäre Suchbaumeigenschaft garantiert, dass sich

• der kleinste Schlüssel im Knoten ganz links und
• der größte Schlüssel im Knoten ganz rechts

befindet.

Tree-Minimum(x)
1: while x .left 6= nil
2: x ← x .left
3: return x

Tree-Maximum(x)
1: while x .right 6= nil
2: x ← x .right

3: return x

• Laufzeit: O(h)
• Bemerke: Keine Vergleiche notwendig
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Nachfolger

• Wenn alle Schlüssel verschieden, dann ist Nachfolger von x der
kleinste Schlüssel y so dass y .key > x .key

• Nachfolger des größten Schlüssels ist nil

• Baumstruktur ausreichend, keine Vergleiche notwendig

Tree-Successor(x)
1: if x .right 6= nil
2: return Tree-Minimum(x .right)

3: y ← x .p
4: while y 6= nil and x = y .right
5: x ← y
6: y ← x .p

7: return y

• Laufzeit: O(h)

• Tree-Predecessor analog
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Änderungsoperationen

Änderungsoperationen sind

• Einfügen

• Löschen

Diese müssen die binäre Suchbaumeigenschaft bewahren.
Beide werden Laufzeit O(h) haben.
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Einfügen

Tree-Insert(T , z)
1: y ← nil
2: x ← T .root
3: while x 6= nil
4: y ← x
5: if z .key < x .key
6: x ← x .left
7: else x ← x .right

8: p[z ]← y
9: if y = nil

10: T .root ← z
11: else if z .key < y .key
12: y .left ← z
13: else y .right ← z

• Laufzeit: O(h)
• Kann zusammen mit Inorder-Tree-Walk zum Sortieren
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Beispiel: Einfügen des Schlüssels 1312.3 Insertion and deletion 295
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Figure 12.3 Inserting an item with key 13 into a binary search tree. Lightly shaded nodes indicate
the simple path from the root down to the position where the item is inserted. The dashed line
indicates the link in the tree that is added to insert the item.

Figure 12.3 shows how TREE-INSERT works. Just like the procedures TREE-
SEARCH and ITERATIVE-TREE-SEARCH, TREE-INSERT begins at the root of the
tree and the pointer x traces a simple path downward looking for a NIL to replace
with the input item ´. The procedure maintains the trailing pointer y as the parent
of x. After initialization, the while loop in lines 3–7 causes these two pointers
to move down the tree, going left or right depending on the comparison of ´:key
with x:key, until x becomes NIL. This NIL occupies the position where we wish to
place the input item ´. We need the trailing pointer y, because by the time we find
the NIL where ´ belongs, the search has proceeded one step beyond the node that
needs to be changed. Lines 8–13 set the pointers that cause ´ to be inserted.

Like the other primitive operations on search trees, the procedure TREE-INSERT

runs in O.h/ time on a tree of height h.

Deletion

The overall strategy for deleting a node ´ from a binary search tree T has three
basic cases but, as we shall see, one of the cases is a bit tricky.

� If ´ has no children, then we simply remove it by modifying its parent to re-
place ´ with NIL as its child.

� If ´ has just one child, then we elevate that child to take ´’s position in the tree
by modifying ´’s parent to replace ´ by ´’s child.

� If ´ has two children, then we find ´’s successor y—which must be in ´’s right
subtree—and have y take ´’s position in the tree. The rest of ´’s original right
subtree becomes y’s new right subtree, and ´’s left subtree becomes y’s new
left subtree. This case is the tricky one because, as we shall see, it matters
whether y is ´’s right child.
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Löschen (1)

1. z ist Blatt → Ersetzen durch nil

2. z hat einen Sohn → Ersetzen durch Sohn

3. z hat zwei Söhne → Ersetzen durch Nachfolger (komplexer)

12-8 Lecture Notes for Chapter 12: Binary Search Trees

TREE-DELETE.T; ´/

if ´: left == NIL

TRANSPLANT.T; ´; ´:right/ // ´ has no left child
elseif´:right == NIL

TRANSPLANT.T; ´; ´: left/ // ´ has just a left child
else// ´ has two children.

y D TREE-M INIMUM .´:right/ // y is ´’s successor
if y:p¤ ´

// y lies within ´’s right subtree but is not the root of this subtree.
TRANSPLANT.T; y; y:right/
y:right D ´:right
y:right:p D y

// Replacé by y.
TRANSPLANT.T; ´; y/

y: left D ´: left
y: left:p D y

Note that the last three lines execute when´ has two children, regardless of whether
y is ´’s right child.

Example

On this binary search treeT ,

H

B

A

E

FC

I

K

L

N

OM

J

G

D

run the following.[You can either start with the original tree each time or start with
the result of the previous call. The tree is designed so that either way will elicit all
four cases.]

� TREE-DELETE.T; I / shows the case in which the node deleted has no left child.
� TREE-DELETE.T; G/ shows the case in which the node deleted has a left child

but no right child.
� TREE-DELETE.T; K/ shows the case in which the node deleted has both chil-

dren and its successor is its right child.
� TREE-DELETE.T; B/ shows the case in which the node deleted has both chil-

dren and its successor is not its right child.
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Löschen (2)

Wir benötigen eine Methode, die in T den Teilbaum mit Wurzel u
durch den Teilbaum mit Wurzel v ersetzt.

Transplant(T , u, v)
1: if u.p = nil
2: T .root ← v
3: else if u = u.p.left
4: u.p.left ← v
5: else u.p.right ← v

6: if v 6= nil
7: v .p ← u.p

• Laufzeit: Θ(1)
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Löschen (3)

Tree-Delete(T , z)
1: if z .left = nil
2: Transplant(T , z , z .right) // z has no left child
3: else if z .right = nil
4: Transplant(T , z , z .left) // z has just a left child
5: else // z has two children
6: y ← Tree-Minimum(z .right) // y is z ’s successor
7: if y .p 6= z // y is not right child of z
8: Transplant(T , y , y .right) // delete y
9: y .right ← z .right

10: y .right.p ← y

11: // Replace z by y
12: Transplant(T , z , y)
13: y .left ← z .left
14: y .left.p ← y

• Laufzeit: O(h)
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Fälle für Tree-Delete (1)

Kein linker Sohn

12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´

has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´

has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .

Nur linker Sohn

12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´

has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´

has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .
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Fälle für Tree-Delete (2)

Zwei Söhne, rechter Sohn ist Nachfolger

12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´

has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´

has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .

Zwei Söhne, rechter Sohn ist nicht Nachfolger

12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´

has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´

has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .
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Motivation

• Einfacher binärer Suchbaum kann unbalanciert sein
I D.h. Pfade von Wurzel zu Blatt (nil) haben sehr unterschiedliche

Länge
I Im ungünstigsten Fall: h = n − 1 (Liste)
I Im besten Fall h = dlg(n + 1)e − 1 (vollständig)

• Mehrere Möglichkeiten Balanciertheit zu erreichen
I Ziel ist h = O(lg n)
I Viele Operationen O(h), wenn balanciert O(lg n)
I Änderungsoperationen werden entsprechend angepasst

• Hier: Rot-Schwarz-Baum (red-black tree)
I Jeder Knoten ist entweder rot oder schwarz
I Nur bestimmte Farbmuster erlaubt
I Garantiert approximative Balanciertheit
I Insbesondere: Höhe O(lg n)
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Rot-Schwarz-Baum

Definition

Ein Rot-Schwarz-Baum ist ein binärer Suchbaum mit den
Attributen key , left, right, p und color , der folgende
Rot-Schwarz-Eigenschaften erfüllt:

1. Jeder Knoten ist entweder schwarz oder rot

2. Die Wurzel ist schwarz

3. Jedes Blatt (nil) ist schwarz

4. Falls ein Knoten rot ist, so sind beide Söhne schwarz

5. Jeder einfache Pfad von einem Knoten zu einem Blatt enthält
die gleiche Anzahl von schwarzen Knoten

Wir betrachten nil-Werte (Blätter) als äußere Knoten.
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Beispiel (mit äußeren Knoten)
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Beispiel (mit Sentinel)
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T .nil

• Explizite Speicherung der äußeren Konten ist aufwendig und
verkompliziert Algorithmen
• Wir ersetzen sie daher durch einen einzigen Blattknoten T .nil

I Genannt Sentinel
I Immer schwarz, Attribute key , left, right, p beliebig
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Beispiel (Kurzdarstellung)
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• In Zeichnungen lassen wir den Sentinel zur Übersichtlichkeit weg
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Schwarzhöhe

Definition

Die Anzahl von schwarzen Knoten auf einem einfachen Pfad von x
(ohne x mitzuzählen) zu einem Blatt heisst Schwarzhöhe
(black-height) von x , notiert bh(x).

• Nach Eigenschaft 5 wohldefiniert
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Balanciertheit (1)

Lemma

Ein Rot-Schwarz-Baum mit n inneren Knoten hat eine Höhe von
maximal 2 lg(n + 1).

Beweis. Zunächst zeigen wir per Induktion: Ein Teilbaum mit
Wurzel x hat mindesten 2bh(x) − 1 innere Knoten.

• Induktionsanfang, bh(x) = 0
I x ist Blatt, Teilbaum hat 20 − 1 = 0 innere Knoten

• Indukionsschritt, bh(x) > 0
I Jeder Sohn von x hat entweder Schwarzhöhe bh(x) oder

bh(x)− 1, abhängig von seiner Farbe
I Der Teilbaum hat somit zumindest

1 + 2(2bh(x)−1 − 1) = 2bh(x) − 1

Knoten
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Balanciertheit (2)

• Sei h die Höhe des RS-Baumes

• Eigenschaft 4 impliziert, dass mindestens die Hälfte der Knoten
auf einem einfachen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt
schwarz sind

• Also gilt bh(T .root) ≥ h/2 und somit

n ≥ 2bh(T .root) − 1 ≥ 2h/2 − 1

h ≤ 2 lg(n + 1)
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Bewertung

• Operationen Suche, Minimum, Maximum, Vorgänger,
Nachfolger in O(lg n) Zeit

• Selbiges gilt auch für Einfügen und Löschen

• Allerdings: Wie erhält man die Rot-Schwarz-Eigenschaft?

• Welche Farbe hat ein eingefügter Knoten?
I Rot? → Eigenschaft 4 kann verletzt werden
I Schwarz? → Eigenschaft 5 kann verletzt werden

• Was passiert beim Löschen eines Knotens?
I Rot → OK
I Schwarz → Eigenschaft 4 oder 5 können verletzt werden

• Wir werden sehen, dass korrektes Einfügen und Löschen auch in
O(lg n) Zeit möglich ist

78 / 148



Outline

1. Elementare Datenstrukturen

2. Hash-Tabellen
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Grundidee

• Wir fügen das neue Element mit der bereits bekannten
Einfügemethode ein und färben es rot

• Wenn die Rot-Schwarz-Eigenschaften nicht zerstört werden, tun
wir nichts

• Ansonsten stellen wir die Eigenschaften durch geeignete
Umformungen und Umfärbungen wieder her

• Dazu verwenden wir Rotationen nach links und rechts
I Left-Rotate(T , x)
I Right-Rotate(T , y)
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Links- und Rechtsrotation

Wir verwenden Rotation, um die Baumstruktur zu verändern.
13.2 Rotations 313

y

x

α β

γ

x

yα

β γ

LEFT-ROTATE(T, x)

RIGHT-ROTATE(T, y)

Figure 13.2 The rotation operations on a binary search tree. The operation LEFT-ROTATE.T; x/

transforms the configuration of the two nodes on the right into the configuration on the left by chang-
ing a constant number of pointers. The inverse operation RIGHT-ROTATE.T; y/ transforms the con-
figuration on the left into the configuration on the right. The letters ˛, ˇ, and 
 represent arbitrary
subtrees. A rotation operation preserves the binary-search-tree property: the keys in ˛ precede x:key,
which precedes the keys in ˇ, which precede y:key, which precedes the keys in 
 .

LEFT-ROTATE.T; x/

1 y D x:right // set y

2 x:right D y: left // turn y’s left subtree into x’s right subtree
3 if y: left ¤ T:nil
4 y: left:p D x

5 y:p D x:p // link x’s parent to y

6 if x:p == T:nil
7 T:root D y

8 elseif x == x:p: left
9 x:p: left D y

10 else x:p:right D y

11 y: left D x // put x on y’s left
12 x:p D y

Figure 13.3 shows an example of how LEFT-ROTATE modifies a binary search
tree. The code for RIGHT-ROTATE is symmetric. Both LEFT-ROTATE and RIGHT-
ROTATE run in O.1/ time. Only pointers are changed by a rotation; all other
attributes in a node remain the same.

Exercises

13.2-1
Write pseudocode for RIGHT-ROTATE.

13.2-2
Argue that in every n-node binary search tree, there are exactly n � 1 possible
rotations.

• α, β und γ repräsentieren beliebige Teilbäume

• Suchbaumeigenschaft bleibt erhalten

α ≤ x ≤ β ≤ y ≤ γ

• Rot-Schwarz-Eigenschaft kann zerstört (oder eingeführt) werden

• Lokale Operation: nur Zeiger der Elemente um x und y werden
verändert
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Links- und Rechtsrotation: Beispiel
314 Chapter 13 Red-Black Trees
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LEFT-ROTATE(T, x)

Figure 13.3 An example of how the procedure LEFT-ROTATE.T; x/ modifies a binary search tree.
Inorder tree walks of the input tree and the modified tree produce the same listing of key values.

13.2-3
Let a, b, and c be arbitrary nodes in subtrees ˛, ˇ, and 
 , respectively, in the left
tree of Figure 13.2. How do the depths of a, b, and c change when a left rotation
is performed on node x in the figure?

13.2-4
Show that any arbitrary n-node binary search tree can be transformed into any other
arbitrary n-node binary search tree using O.n/ rotations. (Hint: First show that at
most n � 1 right rotations suffice to transform the tree into a right-going chain.)

13.2-5 ?

We say that a binary search tree T1 can be right-converted to binary search tree T2

if it is possible to obtain T2 from T1 via a series of calls to RIGHT-ROTATE. Give
an example of two trees T1 and T2 such that T1 cannot be right-converted to T2.
Then, show that if a tree T1 can be right-converted to T2, it can be right-converted
using O.n2/ calls to RIGHT-ROTATE.
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Links- und Rechtsrotation (Pseudo-Code)

Left-Rotate(T , x)
1: y ← x .right // set y
2: x .right ← y .left // y ’s left becomes x ’s right subtree
3: if y .left 6= T .nil
4: y .left.p ← x

5: y .p ← x .p // link x ’s parent to y
6: if x .p = T .nil
7: T .root ← y
8: else if x = x .p.left
9: x .p.left ← y

10: else x .p.right ← y

11: y .left ← x // Put x on y ’s left
12: x .p ← y

• Annahme: x .right 6= T .nil (sonst Linksrotation nicht möglich)
• Annahme: Vaterknoten der Wurzel ist T .nil
• Laufzeit O(1)
• Rechtsrotation dual (tausche überall left und right) 83 / 148



RB-Insert(T , z)
1: y ← T .nil
2: x ← T .root
3: while x 6= T .nil
4: y ← x
5: if z .key < x .key
6: x ← x .left
7: else x ← x .right

8: z .p ← y
9: if y = T .nil

10: T .root ← z
11: else if z .key < y .key
12: y .left ← z
13: else y .right ← z

14: z .left ← T .nil
15: z .right ← T .nil
16: z .color ← red
17: RB-Insert-Fixup(T , z)
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Verletzung der Rot-Schwarz-Eigenschaften

Sei z der eingefügte Knoten (rot).

1. Jeder Knoten ist entweder schwarz oder rot
I OK

2. Die Wurzel ist schwarz
I Verletzt wenn z Wurzel, sonst OK

3. Jedes Blatt (nil) ist schwarz
I OK

4. Falls ein Knoten rot ist, so sind beide Söhne schwarz
I Verletzt wenn z .p rot, sonst OK

5. Jeder einfache Pfad von einem Knoten zu einem Blatt enthält
die gleiche Anzahl von schwarzen Knoten
I OK

Bemerke: Entweder keine Eigenschaft oder nur (2) oder nur (4)
sind verletzt.
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RB-Insert-Fixup(T , z)
1: while z .p.color = red
2: if z .p = z .p.p.left
3: y ← z .p.p.right
4: if y .color = red
5: z .p.color ← black // case 1
6: y .color ← black // case 1
7: z .p.p.color ← red // case 1
8: z ← z .p.p // case 1
9: else

10: if z = z .p.right
11: z ← z .p // case 2
12: Left-Rotate(T , z) // case 2

13: z .p.color ← black // case 3
14: z .p.p.color ← red // case 3
15: Right-Rotate(T , z .p.p) // case 3

16: else . . . // as above, with “right” and “left” exchanged

17: T .root.color ← black
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Schleifeninvariante

Zu Beginn jeder Iteration der while-Schleife gilt:

a) z ist rot

b) Höchstens eine Verletzung der Rot-Schwarz-Eigenschaften
I Eigenschaft 2 (E2): z ist rote Wurzel
I Eigenschaft 4 (E4): z und z .p sind beide rot

Beweis.

• Induktionsanfang: Schon besprochen

• Terminierung
I Terminiert wenn z .p schwarz
I Eigenschaft 4 ist OK
I Eigenschaft 2 verletzt, wenn z Wurzel
→ Wird in Z. 17 wiederhergestellt

• Induktionsschritt: 6 Fälle, drei davon symmetrisch

1. Onkel ist rot
2. Onkel ist schwarz, z ist rechter Sohn
3. Onkel ist schwarz, z ist linker Sohn
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Fall 1: Onkel ist rot

Sei y der Onkel von z (Z. 3). Hier: z rechter Sohn (linker S. dual).

C

A

α B

β γ

z

D

δ ε

y

−→

C

A

α B

β γ

D

δ ε

C new z

• Vater z .p ist rot (Z. 1), Großvater schwarz (Invariante)
• Onkel y = z .p.p.right ist rot (Z. 2–4)
• Impliziert dass Großvater z .p.p schwarz (Eigenschaft 4)
• Schwarzfärben von z .p und y (Z. 5–6) → E2 OK, E5 potentiell

verletzt
• Rotfärben von z .p.p (Z. 7)
→ E5 OK, aber z .p.p verletzt potentiell E2 oder E4

• Deswegen: z .p.p wird neues z (Z. 8)
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Fall 2: Onkel ist schwarz, z ist rechter Sohn

C

A

α B

β γ

z

δ y

−→

C

B

A

α β

z γ

δ

• z nach oben schieben und links rotieren (Z. 11–12)

• z bleibt auf gleicher Tiefe, sofort Eintritt in Fall 3 (Z. 13–15)
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Fall 3: Onkel ist schwarz, z ist linker Sohn

C

B

A

α β

z γ

δ y

−→

C

B

A

α β

z γ

δ

B

A

α β

z C

γ δ

• Färbe z .p schwarz und z .p.p rot (Z. 13–14)

• Rechtsrotation um z .p.p (Z. 15)

• Keine zwei roten Knoten nebeneinander → E4 erfüllt

• z ist nicht rote Wurzel → E2 erfüllt

• z ist schwarz → Schleife wird nicht noch einmal betreten
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Analyse

• Iteration der while-Schleife: O(1)

• Jede Iteration ist entweder die letzte (Fall 2/3) oder setzt z zwei
Ebenen nach oben (Fall 1)

• O(lg n) Ebenen → O(lg n) Iterationen

• Somit auch O(lg n) Laufzeit

• Bemerke: Maximal 2 Rotationen benötigt
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4.3 Löschen

5. Anreicherung von Datenstrukturen

6. Disjunkte Mengen

92 / 148



Löschen (Pseudo-Code, 1)

Wir benötigen eine Methode, die in T den Teilbaum mit Wurzel u
durch den Teilbaum mit Wurzel v ersetzt.

RB-Transplant(T , u, v)
1: if u.p = T .nil
2: T .root ← v
3: else if u = u.p.left
4: u.p.left ← v
5: else u.p.right ← v

6: v .p ← u.p // now unconditional

• v .p zeigt jetzt immer auf den Vater von u

• Auch wenn v = T .nil (diese Eigenschaft nutzen wir später)
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Löschen (Pseudo-Code, 2)

RB-Delete(T , z)
1: y ← z
2: y-original-color← y .color
3: if z .left = T .nil
4: x ← z .right
5: RB-Transplant(T , z , z .right) // z has no left child
6: else if z .right = T .nil
7: x ← z .left
8: RB-Transplant(T , z , z .left) // z has just a left child
9: else // z has two children

10: y ← Tree-Minimum(y .right) // y is z ’s successor
11: y-original-color← y .color
12: x ← y .right
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Löschen (Pseudo-Code, 3)

13: if y .p 6= z // y is not right child of z
14: RB-Transplant(T , y , y .right) // delete y
15: y .right ← z .right
16: y .right.p ← y
17: else // y is right child of z
18: x .p ← y

19: // Replace z by y
20: RB-Transplant(T , z , y)
21: y .left ← z .left
22: y .left.p ← y
23: y .color ← z .color

24: if y-original-color = black
25: RB-Delete-Fixup(T , x)
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Unterschiede zu Tree-Delete

1. y ist Knoten der entfernt wird (falls z weniger als zwei Söhne)
bzw. der verschoben wird (falls z zwei Söhne)
I Sonst bleibt der Baum unverändert
I Wenn verschoben, dann eingefärbt wie z (Z. 23)

2. y ’s ursprüngliche Farbe wird ermittelt, denn wenn schwarz, kann
Rot-Schwarz-Eigenschaften verletzt werden

3. x ist der Knoten, der an y ’s ursprüngliche Position verschoben
wird
I Entweder y ’s ursprünglicher einziger Sohn
I Oder T .nil (wenn y Blatt war)

4. x .p wird auf Position von y ’s ursprünglichen Vater gesetzt
I Entweder in Z. 18 (wenn z Vater von y)
I Oder in RB-Transplant in Z. 14 (sonst)

5. Wenn y schwarz, dann können Verletzungen der
Rot-Schwarz-Eigenschaften auftreten → Aufruf von
RB-Delete-Fixup
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Verletzung der Rot-Schwarz-Eigenschaft (y rot)

Wenn entfernter/verschobener Knoten y rot war, dann

1. Jeder Knoten ist entweder schwarz oder rot → OK

2. Die Wurzel ist schwarz
I Wenn y entfernt, dann konnte es nicht Wurzel sein → OK
I Wenn y verschoben, dann übernimmt es Farbe von z

(Z. 23) → OK

3. Jedes Blatt (nil) ist schwarz → OK

4. Falls ein Knoten rot ist, so sind beide Söhne schwarz
I Fall 1: z hat keinen oder einen Sohn, dann y = z und somit roter

Knoten entfernt → OK
I Fall 2: z hat zwei Söhne, dann wurde y verschoben indem es

zuerst entfernt wurde (Z. 14–16, OK da rot) und dann an z ’s
Stelle gesetzt und wie z eingefärbt wird (Z. 20–23) → OK

5. Jeder einfache Pfad von einem Knoten zu einem Blatt enthält
die gleiche Anzahl von schwarzen Knoten
I OK, Fälle wie oben
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Verletzung der Rot-Schwarz-Eigenschaft (y schwarz)

Wenn entfernter/verschobener Knoten y (mit ursprünglichem Sohn
x) schwarz war, dann

1. Jeder Knoten ist entweder schwarz oder rot → OK
2. Die Wurzel ist schwarz

I Verletzt wenn z Wurzel mit nur einem Sohn und dieser rot war
I Sonst OK

3. Jedes Blatt (nil) ist schwarz → OK
4. Falls ein Knoten rot ist, so sind beide Söhne schwarz

I x tritt an Position von y
I Verletzt wenn x rot und y ’s ursprünglicher Vater (= x .p) auch rot
I Sonst OK

5. Jeder einfache Pfad von einem Knoten zu einem Blatt enthält
die gleiche Anzahl von schwarzen Knoten
I Jeder einfache Pfad der ursprünglich y enthielt hat jetzt einen

schwarzen Knoten weniger
I → Verletzt für jeden ursprünglichen Vorfahren von y
I Wäre OK, wenn wir x (an ursprünglicher Position von y) ein

Extraschwarz geben würden
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Extraschwarz

• Wir geben Knoten x ein Extraschwarz, wenn wir die Anzahl der
schwarzen Knoten von einem inneren Knoten zu einem Blatt
zählen

• Eigenschaft 5 ist dann OK, aber Eigenschaft 1 verletzt
I x is entweder doppelt-schwarz (wenn x .color = black)
I oder rot-schwarz (wenn x .color = red)

• Bemerke: Das Extraschwarz ist gedacht, d.h. x .color ist immer
noch rot oder schwarz

• Stattdessen: Der Knoten, auf den x zeigt, besitzt das
Extraschwarz
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Grundidee

Wir verschieben das Extraschwarz nach oben bis

• Extraschwarz auf rotem Knoten liegt → Knoten schwarz färben

• Extraschwarz auf Wurzel liegt → einfach weglassen

• Extraschwarz durch bestimmte Rotationen und Umfärbungen
entfernt werden kann

Algorithmus RB-Delete-Fixup

• Behebt alle Verletzungen (wir zeigen E5, E2+E4 Übung)

• Innerhalb der while-Schleife
I x zeigt auf doppelt schwarzen Nicht-Wurzel-Knoten
I w ist x ’s Geschwisterknoten
I w ist nicht T .nil (sonst E5 an w .p = x .p verletzt)

• 8 Fälle, 4 symmetrisch

1. w ist rot
2. w ist schwarz und beide Söhne ebenso
3. w ist schwarz, linker Sohn rot, rechter Sohn schwarz
4. w ist schwarz, rechter Sohn rot
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Löschen (Pseudo-Code, 1)

RB-Delete-Fixup(T , x)
1: while x 6= T .root and x .color = black
2: if x = x .p.left
3: w ← x .p.right
4: if w .color = red
5: w .color ← black // case 1
6: x .p.color ← red // case 1
7: Left-Rotate(T , x .p) // case 1
8: w ← x .p.right // case 1

9: // continue to case 2, 3, or 4
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Löschen (Pseudo-Code, 2)

10: if w .left.color = black and w .right.color = black
11: w .color ← red // case 2
12: x ← x .p // case 2
13: else
14: if w.right.color = black
15: w .left.color ← black // case 3
16: w .color ← red // case 3
17: Right-Rotate(T ,w) // case 3
18: w ← x .p.right // case 3

19: w .color ← x .p.color // case 4
20: x .p.color ← black // case 4
21: w .right.color ← black // case 4
22: Left-Rotate(T , x .p) // case 4
23: x ← T .root // case 4

24: else . . . // as above, with “right” and “left” exchanged

25: x .color ← black
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Fall 1: w ist rot

B

A

α β

x D

C

γ δ

E

ε ζ

w

−→

D

B

A

α β

x C

γ δ

new
w

E

ε ζ

• w muss schwarze Kinder haben

• Wir färben w schwarz und dessen Vater rot

• Dann rotieren wir links um x .p

• Neuer Geschwisterknoten von x muss schwarz sein (ursprünglich
Kind von w)

• Wir gehen sofort zu Fall 2, 3 oder 4
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Fall 2: w ist schwarz und beide Söhne ebenso

B

A

α β

x D

C

γ δ

E

ε ζ

w

c

−→

B

A

α β

D

C

γ δ

E

ε ζ

new x c

• x .p hat beliebige Farbe (c)

• Wir ziehen das Extraschwarz nach oben

• und gleichen aus, indem wir D rot färben

• Wenn wir von Fall 1 kommen, dann ist das neue x rot
→ Schleife wird verlassen und x schwarzgefärbt
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Fall 3: w ist schwarz, linker Sohn rot, rechter Sohn schwarz

B

A

α β

x D

C

γ δ

E

ε ζ

w

c

−→

B

A

α β

x C

γ D

δ E

ε ζ

new w

c

• Färbe w rot und linken Sohn schwarz

• Rechtsrotiere um w

• Neuer Geschwisterknoten ist schwarz mit rotem rechten Sohn →
Fall 4
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Fall 4: w ist schwarz, rechter Sohn rot

B

A

α β

x D

C

γ δ

c ′ E

ε ζ

w

c

−→

D

B

A

α β

C

γ δ

c ′

E

ε ζ

c

• w und Vater w .p tauschen Farben, w ’s rechter Sohn wird
schwarz

• Dann Linksrotation auf Vater w .p

• Entfernen des Extraschwarz (E5 wird nicht verletzt)

• Wir sind fertig; x ← T .root um zu terminieren
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Analyse

• O(lg n) Zeit für Löschen ohne RB-Delete-Fixup

• Fall 1, 3, 4 werden höchstens einmal ausgeführt
→ ≤ 3 Rotationen, O(1)

• Fall 2 kann mehrmals ausgeführt werden, aber dann steigt x
nach oben → O(lg n)

• Somit: O(lg n) gesamt

Bemerke: Sowohl Einfügen als auch Löschen führen O(1)
Rotationen aus.

107 / 148



Outline

1. Elementare Datenstrukturen

2. Hash-Tabellen
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5.3 Intervallbäume
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Datenstrukturen im Algorithmenentwurf

• Standarddatenstrukturen sind hilfreich für den
Algorithmenentwurf

• Manchmal erfüllen sie allerdings nicht alle Anforderungen
I Z.B.: Eine benötigte Operation kann nicht durchgeführt werden

oder ist zu aufwändig

• Es ist jedoch ungewöhnlich, dass komplett neue Datenstrukturen
benötigt werden

• Häufig: Bekannte Datenstrukur verwenden und anreichern
(augmentation)
I Mehr Informationen verwalten, um neue Operationen zu

unterstützen
I Aber: neue Information muss gewartet werden ohne dass Effizienz

der bereits existierenden Operationen verlorengeht

• Hier: Anreicherung von Rot-Schwarz-Bäumen
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6. Disjunkte Mengen

110 / 148



Ordnungstatistiken und Selektion

Die i-te geordnete Statistik einer n-elementigen Menge ist das
i-t kleinste Element.

• Minimum ist erste geordnete Statistik (i = 1)

• Maximum ist n-te geordnete Stasistik (i = n)

• Median ist “auf halben Weg” (i = (n + 1)/2 wenn n ungerade)

Selektion

• Das Selektionsproblem fragt nach der i-ten Ordnungsstatistik

• Einfache Lösung: Sortieren und i-tes Element der sortierten
Folge zurückliefern (O(n lg n))

• Kann aber auch in O(n) gelöst werden (wie in Übung)
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Dynamische Ordnungstatistiken

Wir wollen Rot-Schwarz-Bäume so erweitern, dass sie zusätzlich
die folgenden beiden Operationen effizient unterstützen:

• OS-Select(x , i) liefert Zeiger auf i-t kleinstes Element im
Teilbaum mit Wurzel x

• OS-Rank(T , x) liefert Rang von x

• Bei Schlüsselduplikaten: Verwende Ordnung der
In-Order-Traversierung

Umsetzung

• Mit Rot-Schwarz-Bäumen kann man beide Operationen in
O(i + lg n) Zeit umsetzen
I Gut für kleine i / kleinen Rang
I Median aber z.B. aufwändig (Ω(n))

• Unser Ziel: O(lg n) durch Anreicherung

112 / 148



Ordnungsstatistikbaum

Ein Ordnungsstatistikbaum ist ein Rot-Schwarz-Baum, in dem
jeder Knoten x ein zusätzliches Attribute x .size besitzt.

• x .size = Teilbaumgröße = Anzahl der inneren Knoten im
Teilbaum mit Wurzel x (inklusive x)

• x .size = 0 für Blätter (und somit T .nil .size = 0)

• x .size = x .left.size + x .right.size + 1 für innere Knoten
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Figure 14.1 An order-statistic tree, which is an augmented red-black tree. Shaded nodes are red,
and darkened nodes are black. In addition to its usual attributes, each node x has an attribute x:size,
which is the number of nodes, other than the sentinel, in the subtree rooted at x.

Figure 14.1 shows a data structure that can support fast order-statistic operations.
An order-statistic tree T is simply a red-black tree with additional information
stored in each node. Besides the usual red-black tree attributes x:key, x:color, x:p,
x: left, and x:right in a node x, we have another attribute, x:size. This attribute
contains the number of (internal) nodes in the subtree rooted at x (including x

itself), that is, the size of the subtree. If we define the sentinel’s size to be 0—that
is, we set T:nil:size to be 0—then we have the identity

x:size D x: left:sizeC x:right:sizeC 1 :

We do not require keys to be distinct in an order-statistic tree. (For example, the
tree in Figure 14.1 has two keys with value 14 and two keys with value 21.) In the
presence of equal keys, the above notion of rank is not well defined. We remove
this ambiguity for an order-statistic tree by defining the rank of an element as the
position at which it would be printed in an inorder walk of the tree. In Figure 14.1,
for example, the key 14 stored in a black node has rank 5, and the key 14 stored in
a red node has rank 6.

Retrieving an element with a given rank

Before we show how to maintain this size information during insertion and dele-
tion, let us examine the implementation of two order-statistic queries that use this
additional information. We begin with an operation that retrieves an element with
a given rank. The procedure OS-SELECT.x; i/ returns a pointer to the node con-
taining the i th smallest key in the subtree rooted at x. To find the node with the i th
smallest key in an order-statistic tree T , we call OS-SELECT.T:root; i/.



Selektion

OS-Select(x , i)
1: r ← x .left.size + 1
2: if i = r
3: return x
4: else if i < r
5: OS-Select(x .left, i)
6: else OS-Select(x .right, i − r)

• Aufruf mit OS-Select(T .root, i)

• O(lg n)
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Rang

OS-Rank(T , x)
1: r ← x .left.size + 1
2: y ← x
3: while y 6= T .root
4: if y = y .p.right
5: r ← r + y .p.left.size + 1

6: y ← y .p

7: return r

• Schleifeninvariante: r ist Rang von x in Teilbaum mit Wurzel y

• O(lg n)
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Wartung der Teilbaumgrößen

• Teilbaumgrößen müssen effizient gewartet werden

• Sonst muss man sie ggf. alle neu berechnen Θ(n)

• Das ist in O(lg n) möglich → Ordnungsstatistikbäume bewahren
die Effizienz von Rot-Schwarz-Bäumen
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Einfügen

• Während Abwärtssuche nach Einfügeposition erhöhen wir den
Zähler auf jedem betrachteten Knoten um 1

• Danach werden die Rot-Schwarz-Eigenschaften wiederhergestellt
I Aufwärts, d.h. vom eingefügten Knoten zur Wurzel
I O(lg n) Farbänderungen
I ≤ 2 Rotationen

• Farbänderungen verändern Teilbaumgrößen nicht

• Rotationen dagegen schon
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Figure 14.2 Updating subtree sizes during rotations. The link around which we rotate is incident
on the two nodes whose size attributes need to be updated. The updates are local, requiring only the
size information stored in x, y, and the roots of the subtrees shown as triangles.

attribute of each node on the path. Since this path has length O.lg n/ in an n-
node red-black tree, the additional time spent maintaining size attributes in the first
phase is O.lg n/. We handle the O.1/ rotations in the second phase of deletion
in the same manner as for insertion. Thus, both insertion and deletion, including
maintaining the size attributes, take O.lg n/ time for an n-node order-statistic tree.

Exercises

14.1-1
Show how OS-SELECT.T:root; 10/ operates on the red-black tree T of Fig-
ure 14.1.

14.1-2
Show how OS-RANK.T; x/ operates on the red-black tree T of Figure 14.1 and
the node x with x:key D 35.

14.1-3
Write a nonrecursive version of OS-SELECT.

14.1-4
Write a recursive procedure OS-KEY-RANK.T; k/ that takes as input an order-
statistic tree T and a key k and returns the rank of k in the dynamic set represented
by T . Assume that the keys of T are distinct.

14.1-5
Given an element x in an n-node order-statistic tree and a natural number i , how
can we determine the i th successor of x in the linear order of the tree in O.lg n/

time?

• Teilbaumgrößen von rotierten Knoten können in O(1) neu
berechnet werden werden
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Löschen

• Zuerst wird ein Knoten y aus dem Baum entfernt oder
verschoben
I Direkt vorher: Wir folgen dem Pfad von y zur Wurzel und

erniedrigen den Zähler jedes Knotens um 1
I Falls verschoben: Wir berechnen y .size aus Söhnen neu
I O(lg n)

• Danach werden die Rot-Schwarz-Eigenschaften wiederhergestellt
I Nur Farbveränderungen und ≤ 3 Rotationen
I Somit wieder: O(1) Kosten für Wartung der Teilbaumgrößen
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4. Rot-Schwarz-Bäume
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Schritte für Anreicherung

1. Wähle eine zugrundeliegende Datenstruktur

2. Bestimme zusätzlich benötigte Information

3. Prüfe dass zusätzliche Information für existierende Operationen
gewartet werden kann

4. Entwickle die neuen Operationen
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Anreicherung von Rot-Schwarz-Bäumen

Rot-Schwarz-Bäume eignen sich zur Anreicherung.

Theorem

Sei f ein neues Attribut in einem angereicherten
Rot-Schwarz-Baum, sodass für jeden Knoten x der Wert von x .f
aus den Werten von x, x .left und x .right in O(1) berechnet
werden kann. Dann können die Werte von f in allen Knoten
während des Einfügens und Löschens gewartet werden, ohne die
asymptotische Laufzeit von O(lg n) zu verändern.

Beweisidee.

• Änderungen eines Knotens wirken sich nur auf dessen Vorfahren
aus → können in O(lg n) nach oben propagiert werden

• Es werden während des Einfügens und Löschens konstant viele
relevante Änderungen vorgenommen
I Wir propagieren jede Änderung nach oben → jeweils O(lg n)
I Insgesamt immer noch O(lg n)
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5.3 Intervallbäume
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Intervallbäume

Ziel: Wartung einer dynamischen Menge von Intervallen.

• z.B. Zeitintervalle

• Hier: geschlossene Intervalle i = [t1, t2] der reellen Zahlen

• i .low = t1, i .high = t2

• Verallgemeinerung auf (halb-)offene Intervalle einfach

Operationen

• Interval-Insert(T , x)

• Interval-Delete(T , x)

• Interval-Search(T , i) liefert Zeiger auf ein Intervall, das mit
i überlappt, oder nil wenn kein solches Intervall existiert
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Beispiel
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Figure 14.4 An interval tree. (a) A set of 10 intervals, shown sorted bottom to top by left endpoint.
(b) The interval tree that represents them. Each node x contains an interval, shown above the dashed
line, and the maximum value of any interval endpoint in the subtree rooted at x, shown below the
dashed line. An inorder tree walk of the tree lists the nodes in sorted order by left endpoint.

x:max D max.x: int:high; x: left:max; x:right:max/ :

Thus, by Theorem 14.1, insertion and deletion run in O.lg n/ time. In fact, we
can update the max attributes after a rotation in O.1/ time, as Exercises 14.2-3
and 14.3-1 show.

Step 4: Developing new operations

The only new operation we need is INTERVAL-SEARCH.T; i/, which finds a node
in tree T whose interval overlaps interval i . If there is no interval that overlaps i in
the tree, the procedure returns a pointer to the sentinel T:nil.
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x:max D max.x: int:high; x: left:max; x:right:max/ :

Thus, by Theorem 14.1, insertion and deletion run in O.lg n/ time. In fact, we
can update the max attributes after a rotation in O.1/ time, as Exercises 14.2-3
and 14.3-1 show.

Step 4: Developing new operations

The only new operation we need is INTERVAL-SEARCH.T; i/, which finds a node
in tree T whose interval overlaps interval i . If there is no interval that overlaps i in
the tree, the procedure returns a pointer to the sentinel T:nil.
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Anreicherung

1. Rot-Schwarz-Baum.
I Jeder Knoten x trägt Attribute x .int für Intervall
I Schlüssel ist x .int.low

2. Wir fügen hinzu:
I x .max = maximaler Wert eine Intervallendpunkts im Teilbaum mit

Wurzel x

3. Wartung in O(lg n) ist möglich, da
x .max = max(x .int.high, x .left.max , x .right.max)
→ Theorem anwenden

4. Implementation
I Interval-Insert und Interval-Delete (Übung)
I Interval-Search wie nachfolgend
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Intervallsuche (Pseudo-Code)

Interval-Search(T , i)
1: x ← T .root
2: while x 6= nil and i does not overlap x .int
3: if x .left 6= T .nil and x .left.max ≥ i .low
4: x ← x .left
5: else x ← x .right

6: return x

• O(lg n)

• Warum ist dieser Algorithmus korrekt?
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Korrektheit (1)

Interval-Search betrachtet höchstens ein Kind. Wir zeigen,
dass wir keine “falsche” Wahl treffen.

Theorem

Wenn Suche nach rechts geht (Z. 5), dann

• entweder Überlappung mit Intervall im rechten Teilbaum

• oder gar keine Überlappung in beiden Teilbäumen.

Wenn Suche nach links geht (Z. 4), dann entweder

• entweder Überlappung mit Intervall im linken Teilbaum

• oder gar keine Überlappung in beiden Teilbäumen.
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Einschub: Intervalltrichotomie

Je zwei Intervalle i und i ′ erfüllen genau eine der folgenden
Eigenschaften:

a) i und i ′ überschneiden sich

b) i liegt links von i ′ (d.h. i .high < i ′.low)

c) i liegt rechts von i ′ (d.h. i .low > i ′.high)
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Korrektheit (2)

Fall 1: Suche geht nach rechts

• Überlappendes Intervall im rechten Teilbaum → OK

• z.Z.: Sonst gibt es auch keine Überlappung im linken Teilbaum

• Wir sind nach rechts gegangen weil
I x .left = T .nil → OK
I x .left.max < i .low → OK (Intervalltrichotomie)

14-8 Lecture Notes for Chapter 14: Augmenting Data Structures

Correctness

Key idea: need check only 1 of node’s 2 children.

Theorem
If search goes right, then either:

� There is an overlap in right subtree, or
� There is no overlap in either subtree.

If search goes left, then either:

� There is an overlap in left subtree, or
� There is no overlap in either subtree.

Proof If search goes right:

� If there is an overlap in right subtree, done.
� If there is no overlap in right, show there is no overlap in left. Went right

because

� x: leftD T:nil) no overlap in left.

OR
� x: left:max< i: low) no overlap in left.

i

x.left.max = highest endpoint in left

If search goes left:

� If there is an overlap in left subtree, done.
� If there is no overlap in left, show there is no overlap in right.

� Went left because:

i: low � x: left:max

D j:high for somej in left subtree:
� Since there is no overlap in left,i andj don’t overlap.
� Refer back to: no overlap if

i: low > j:high or j: low > i:high :

� Sincei: low � j:high, must havej: low > i:high.
� Now considerany intervalk in right subtree.
� Because keys are low endpoint,

j: low
„ƒ‚…

in left

� k: low
„ƒ‚…

in right

:

� Therefore,i:high < j: low � k: low.
� Therefore,i:high < k: low.
� Therefore,i andk do not overlap. (theorem)
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Korrektheit (3)

Fall 2: Suche geht nach links

• Überlappendes Intervall im linken Teilbaum → OK

• z.Z.: Sonst gibt es auch keine Überlappung im rechten Teilbaum

• Wir sind nach links gegangen weil

i .low ≤ x .left.max

= j .high für ein j im linken Teilbaum

• Da es links keine Überlappung gibt, überlappen i und j nicht

i .low > j .high oder i .high < j .low

• Da i .low ≤ j .high, muss i .high < j .low gelten

• Betrachte beliebiges Intervall k im rechten Teilbaum. Es gilt

j .low ≤ k .low

• i und k überlappen nicht, denn

i .high < j .low ≤ k.low
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Datenstrukturen für disjunkte Mengen

• Anwendungen müssen manchmal Objekte in k disjunkte Mengen
einteilen
I z.B.: Graph partitioniert in Zusammenhangskomponenten

• Sind diese Mengen dynamisch, eignen sich Datenstrukturen
für disjunkte Mengen (auch: union-find)

• Verwaltet einer Menge S = { S1, . . . ,Sk } von dynamischen
disjunkten Mengen

• Identifiziert jede disjunkte Menge durch einen Repräsentanten
(ein Element der Menge)
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Operationen

• Make-Set(x) erzeugt eine neue Menge mit x als einzigem
Element und Repräsentanten
I Da Mengen disjunkt, darf x noch nicht in einer der anderen

Mengen sein
I Si ← { x } ; S ← S ∪ {Si }

• Union(x , y) vereinigt die durch x and y repräsentierten
Mengen
I x und y kommen aus verschiedenen Mengen
I Wenn x ∈ Sx und y ∈ Sy , dann werden Sx und Sy “zerstört” und

durch eine neue Menge Sxy = Sx ∪ Sy ersetzt
I S = S \ { Sx } \ { Sy } ∪ { Sxy }
I Repräsentant wird beliebiges Element aus Sx oder Sy

(oft: x oder y)

• Find-Set(x) liefert Repräsentanten der Menge, die x enthält
I Anforderung: Repräsentant darf sich nicht ändern, wenn keine

Änderungsoperationen aufgerufen werden
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Analyse

Wir analysieren die Laufzeit der Datenstrukturen (und der
Algorithmen, die sie verwenden) in Abhängigkeit von 2 Parametern

• n: Anzahl der Make-Set-Operationen

• m Gesamtanzahl der Operationen
I D.h. Make-Set, Union und Find-Set

• Bemerkungen
I m ≥ n
I Höchstens n − 1 Union-Operationen
I Für Analyse nehmen wir oft an, dass die ersten n Operationen

Make-Set-Operationen sind (hilfreich, aber nicht notwendig)
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Zusammenhangskomponenten

Berechnung der Zusammenhangskomponenten für ungerichtete
Graphen

Connected-Components(G )
1: for each vertex v ∈ G .V
2: Make-Set(v)

3: for each edge (u, v) ∈ G .E
4: if Find-Set(u) 6= Find-Set(v)
5: Union(u, v)

6:

Same-Component(u, v)
1: if Find-Set(u) = Find-Set(v)
2: return true
3: else return false

(Für statische Graphen schneller mit Tiefensuche)
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Beispiel 21.1 Disjoint-set operations 563
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Figure 21.1 (a) A graph with four connected components: fa; b; c; dg, fe; f; gg, fh; ig, and fj g.
(b) The collection of disjoint sets after processing each edge.

CONNECTED-COMPONENTS.G/

1 for each vertex � 2 G:V
2 MAKE-SET.�/

3 for each edge .u; �/ 2 G:E
4 if FIND-SET.u/ ¤ FIND-SET.�/

5 UNION.u; �/

SAME-COMPONENT.u; �/

1 if FIND-SET.u/ == FIND-SET.�/

2 return TRUE

3 else return FALSE

The procedure CONNECTED-COMPONENTS initially places each vertex � in its
own set. Then, for each edge .u; �/, it unites the sets containing u and �. By
Exercise 21.1-2, after processing all the edges, two vertices are in the same con-
nected component if and only if the corresponding objects are in the same set.
Thus, CONNECTED-COMPONENTS computes sets in such a way that the proce-
dure SAME-COMPONENT can determine whether two vertices are in the same con-
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(b) The collection of disjoint sets after processing each edge.

CONNECTED-COMPONENTS.G/

1 for each vertex � 2 G:V
2 MAKE-SET.�/

3 for each edge .u; �/ 2 G:E
4 if FIND-SET.u/ ¤ FIND-SET.�/

5 UNION.u; �/

SAME-COMPONENT.u; �/

1 if FIND-SET.u/ == FIND-SET.�/

2 return TRUE

3 else return FALSE

The procedure CONNECTED-COMPONENTS initially places each vertex � in its
own set. Then, for each edge .u; �/, it unites the sets containing u and �. By
Exercise 21.1-2, after processing all the edges, two vertices are in the same con-
nected component if and only if the corresponding objects are in the same set.
Thus, CONNECTED-COMPONENTS computes sets in such a way that the proce-
dure SAME-COMPONENT can determine whether two vertices are in the same con-
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Umsetzung mit verketteten Listen (1)

• Jede Menge Si wird durch doppelt-verkettete Liste repräsentiert

• Kopf der Liste (head) ist Repräsentant

• Jedes Element hat Zeiger auf seine Liste21.2 Linked-list representation of disjoint sets 565

f g d c h e b

(a)

(b)

head

tail
S1

c h e

head

tail
S2

bf g d

head

tail
S1

Figure 21.2 (a) Linked-list representations of two sets. Set S1 contains members d , f , and g, with
representative f , and set S2 contains members b, c, e, and h, with representative c. Each object in
the list contains a set member, a pointer to the next object in the list, and a pointer back to the set
object. Each set object has pointers head and tail to the first and last objects, respectively. (b) The
result of UNION.g; e/, which appends the linked list containing e to the linked list containing g. The
representative of the resulting set is f . The set object for e’s list, S2, is destroyed.

A simple implementation of union

The simplest implementation of the UNION operation using the linked-list set rep-
resentation takes significantly more time than MAKE-SET or FIND-SET. As Fig-
ure 21.2(b) shows, we perform UNION.x; y/ by appending y’s list onto the end
of x’s list. The representative of x’s list becomes the representative of the resulting
set. We use the tail pointer for x’s list to quickly find where to append y’s list. Be-
cause all members of y’s list join x’s list, we can destroy the set object for y’s list.
Unfortunately, we must update the pointer to the set object for each object origi-
nally on y’s list, which takes time linear in the length of y’s list. In Figure 21.2, for
example, the operation UNION.g; e/ causes pointers to be updated in the objects
for b, c, e, and h.

In fact, we can easily construct a sequence of m operations on n objects that
requires ‚.n2/ time. Suppose that we have objects x1; x2; : : : ; xn. We execute
the sequence of n MAKE-SET operations followed by n � 1 UNION operations
shown in Figure 21.3, so that m D 2n � 1. We spend ‚.n/ time performing the n

MAKE-SET operations. Because the i th UNION operation updates i objects, the
total number of objects updated by all n � 1 UNION operations is

Operationen

• Make-Set: Liste anlegen

• Find-Set: Zeiger zum Listenobjekt folgen, Kopf zurückliefern

• Union: Mehrere Möglichkeiten
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Umsetzung mit verketteten Listen (2)

Einfache Variante

• Liste von y an Ende der Liste von x anhängen

• Zeiger auf Listenobjekt für Elemente der (ursprünglichen) Liste
von y anpassen21.2 Linked-list representation of disjoint sets 565
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head
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bf g d
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tail
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Figure 21.2 (a) Linked-list representations of two sets. Set S1 contains members d , f , and g, with
representative f , and set S2 contains members b, c, e, and h, with representative c. Each object in
the list contains a set member, a pointer to the next object in the list, and a pointer back to the set
object. Each set object has pointers head and tail to the first and last objects, respectively. (b) The
result of UNION.g; e/, which appends the linked list containing e to the linked list containing g. The
representative of the resulting set is f . The set object for e’s list, S2, is destroyed.

A simple implementation of union

The simplest implementation of the UNION operation using the linked-list set rep-
resentation takes significantly more time than MAKE-SET or FIND-SET. As Fig-
ure 21.2(b) shows, we perform UNION.x; y/ by appending y’s list onto the end
of x’s list. The representative of x’s list becomes the representative of the resulting
set. We use the tail pointer for x’s list to quickly find where to append y’s list. Be-
cause all members of y’s list join x’s list, we can destroy the set object for y’s list.
Unfortunately, we must update the pointer to the set object for each object origi-
nally on y’s list, which takes time linear in the length of y’s list. In Figure 21.2, for
example, the operation UNION.g; e/ causes pointers to be updated in the objects
for b, c, e, and h.

In fact, we can easily construct a sequence of m operations on n objects that
requires ‚.n2/ time. Suppose that we have objects x1; x2; : : : ; xn. We execute
the sequence of n MAKE-SET operations followed by n � 1 UNION operations
shown in Figure 21.3, so that m D 2n � 1. We spend ‚.n/ time performing the n

MAKE-SET operations. Because the i th UNION operation updates i objects, the
total number of objects updated by all n � 1 UNION operations is

Union(f , e)

21.2 Linked-list representation of disjoint sets 565
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Figure 21.2 (a) Linked-list representations of two sets. Set S1 contains members d , f , and g, with
representative f , and set S2 contains members b, c, e, and h, with representative c. Each object in
the list contains a set member, a pointer to the next object in the list, and a pointer back to the set
object. Each set object has pointers head and tail to the first and last objects, respectively. (b) The
result of UNION.g; e/, which appends the linked list containing e to the linked list containing g. The
representative of the resulting set is f . The set object for e’s list, S2, is destroyed.

A simple implementation of union

The simplest implementation of the UNION operation using the linked-list set rep-
resentation takes significantly more time than MAKE-SET or FIND-SET. As Fig-
ure 21.2(b) shows, we perform UNION.x; y/ by appending y’s list onto the end
of x’s list. The representative of x’s list becomes the representative of the resulting
set. We use the tail pointer for x’s list to quickly find where to append y’s list. Be-
cause all members of y’s list join x’s list, we can destroy the set object for y’s list.
Unfortunately, we must update the pointer to the set object for each object origi-
nally on y’s list, which takes time linear in the length of y’s list. In Figure 21.2, for
example, the operation UNION.g; e/ causes pointers to be updated in the objects
for b, c, e, and h.

In fact, we can easily construct a sequence of m operations on n objects that
requires ‚.n2/ time. Suppose that we have objects x1; x2; : : : ; xn. We execute
the sequence of n MAKE-SET operations followed by n � 1 UNION operations
shown in Figure 21.3, so that m D 2n � 1. We spend ‚.n/ time performing the n

MAKE-SET operations. Because the i th UNION operation updates i objects, the
total number of objects updated by all n � 1 UNION operations is
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Analyse

• Im ungünstigsten Fall ist Liste von y lang und Liste von x kurz
• Dann: Anpassen der Zeiger teuer

Operation Anzahl aktualisierter Objekte

Make-Set(x1) 1
Make-Set(x2) 1
· · · 1
Make-Set(xn) 1
Union(x2, x1) 1
Union(x3, x2) 2
Union(x4, x3) 3
· · · · · ·
Union(xn, xn−1) n − 1

Θ(n2)

• Das sind 2n − 1 Operationen
• Somit: Θ(n) pro Operation (= amortisierte Laufzeit)
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Die Weighted-Union-Heuristik (1)

• Weighted-Union-Heuristik: Immer kürzere Liste an längere
Liste anhängen

• Dadurch müssen weniger Zeiger angepasst werden

• Listen müssen dazu ihre Länge verwalten

Theorem

Mit der Weighted-Union-Heuristik benötigt eine Sequenz von m
Operationen auf n Elementen eine O(m + n lg n) Zeit.
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Die Weighted-Union-Heuristik (2)

Beweis.

• Make-Set und Find-Set jeweils O(1), insgesamt O(m)

• Es gibt höchstens n − 1 Union-Operationen

• Wie oft wird der Listenzeiger eines Elements x höchstens
aktualisiert?
I x ist immer in der kleineren Liste → Wie groß ist diese?
I Bei erster Aktualisierung: ≥ 1 Element
I Bei zweiter Aktualisierung: ≥ 2 Elemente
I Bei dritter Aktualisierung: ≥ 4 Elemente
I . . .

• Somit gilt für k ≤ n: Ist x in einer Menge mit k Elementen,
wurde der Zeiger von x höchstens dlg ke mal geändert

• Da die größte Menge höchstens n Elemente hat, ergibt sich
O(n lg n) für alle Union-Operationen

• Die Gesamtlaufzeit ist also O(m + n lg n)

Es geht aber noch besser!
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Umsetzung mit einem Wald

• Schneller: Wald disjunkter Bäume
I Wurzel ist Repräsentant
I Jeder Knoten besitzt nur einen Zeiger auf seinen Vaterknoten
I Wurzelknoten zeigt auch sich selbst

Union21.3 Disjoint-set forests 569
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Figure 21.4 A disjoint-set forest. (a) Two trees representing the two sets of Figure 21.2. The
tree on the left represents the set fb; c; e; hg, with c as the representative, and the tree on the right
represents the set fd; f; gg, with f as the representative. (b) The result of UNION.e; g/.

We perform the three disjoint-set operations as follows. A MAKE-SET operation
simply creates a tree with just one node. We perform a FIND-SET operation by
following parent pointers until we find the root of the tree. The nodes visited on
this simple path toward the root constitute the find path. A UNION operation,
shown in Figure 21.4(b), causes the root of one tree to point to the root of the other.

Heuristics to improve the running time

So far, we have not improved on the linked-list implementation. A sequence of
n� 1 UNION operations may create a tree that is just a linear chain of n nodes. By
using two heuristics, however, we can achieve a running time that is almost linear
in the total number of operations m.

The first heuristic, union by rank, is similar to the weighted-union heuristic we
used with the linked-list representation. The obvious approach would be to make
the root of the tree with fewer nodes point to the root of the tree with more nodes.
Rather than explicitly keeping track of the size of the subtree rooted at each node,
we shall use an approach that eases the analysis. For each node, we maintain a
rank, which is an upper bound on the height of the node. In union by rank, we
make the root with smaller rank point to the root with larger rank during a UNION

operation.
The second heuristic, path compression, is also quite simple and highly effec-

tive. As shown in Figure 21.5, we use it during FIND-SET operations to make each
node on the find path point directly to the root. Path compression does not change
any ranks.

21.3 Disjoint-set forests 569

c

h e

b

f

d

g

(a)

f

c

h e

b

d

g

(b)

Figure 21.4 A disjoint-set forest. (a) Two trees representing the two sets of Figure 21.2. The
tree on the left represents the set fb; c; e; hg, with c as the representative, and the tree on the right
represents the set fd; f; gg, with f as the representative. (b) The result of UNION.e; g/.

We perform the three disjoint-set operations as follows. A MAKE-SET operation
simply creates a tree with just one node. We perform a FIND-SET operation by
following parent pointers until we find the root of the tree. The nodes visited on
this simple path toward the root constitute the find path. A UNION operation,
shown in Figure 21.4(b), causes the root of one tree to point to the root of the other.

Heuristics to improve the running time

So far, we have not improved on the linked-list implementation. A sequence of
n� 1 UNION operations may create a tree that is just a linear chain of n nodes. By
using two heuristics, however, we can achieve a running time that is almost linear
in the total number of operations m.

The first heuristic, union by rank, is similar to the weighted-union heuristic we
used with the linked-list representation. The obvious approach would be to make
the root of the tree with fewer nodes point to the root of the tree with more nodes.
Rather than explicitly keeping track of the size of the subtree rooted at each node,
we shall use an approach that eases the analysis. For each node, we maintain a
rank, which is an upper bound on the height of the node. In union by rank, we
make the root with smaller rank point to the root with larger rank during a UNION

operation.
The second heuristic, path compression, is also quite simple and highly effec-

tive. As shown in Figure 21.5, we use it during FIND-SET operations to make each
node on the find path point directly to the root. Path compression does not change
any ranks.

• Make-Set: Baum mit nur einem Knoten

• Find-Set: Pfad zur Wurzel folgen

• Union: Vater einer Wurzel auf andere ändern

• Effizient durch zwei gute Heuristiken
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Heuristiken

Union by Rank

• Idee: Kleinerer Baum wird angehängt

• Statt Baumgröße verwenden wir den Rang des Wurzelknotens
I Rang ist obere Schranke für Höhe (und Kosten von Find-Set)
I Rang wird inkrementell gewartet

Path Compression

• Während Find-Set werden alle Zeiger auf dem Pfad zur
Wurzel auf die Wurzel selbst gesetzt

21-4 Lecture Notes for Chapter 21: Data Structures for Disjoint Sets

Disjoint-set forest

Forest of trees.

� 1 tree per set. Root is representative.
� Each node points only to its parent.

c
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UNION(e,g)

� MAKE-SET: make a single-node tree.
� UNION: make one root a child of the other.
� FIND-SET: follow pointers to the root.

Not so good—could get a linear chain of nodes.

Great heuristics

� Union by rank: make the root of the smaller tree (fewer nodes) a child of the
root of the larger tree.

� Don’t actually usesize.
� Userank, which is an upper bound on height of node.
� Make the root with the smaller rank into a child of the root with the larger

rank.

� Path compression: Find pathD nodes visited during FIND-SET on the trip to
the root. Make all nodes on the find path direct children of root.

a

b

c

d

d

a b c

Each node has two attributes,p (parent) andrank. 143 / 148



Pseudo-Code

Make-Set(x)
1: x .p ← x
2: x .rank ← 0

Find-Set(x)
1: if x 6= x .p
2: x .p ← Find-Set(x .p)

3: return x .p

Union(x , y)
1: Link(Find-Set(x),

Find-Set(y))

Link(x , y)
1: if x .rank > y .rank
2: y .p ← x
3: else
4: x .p ← y
5: if x .rank = y .rank
6: y .rank = y .rank + 1
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Analyse

• Ohne Heuristiken: Θ(m2)

• Nur mit Union by Rank: O(m lg n)

• Nur mit Path Compression für f Find-Set-Operationen:
O(n + f (1 + log(2+f /n) n))

• Beide Heuristiken: O(mα(n))
I α ist die inverse Ackermannfunktion und wächst sehr langsam
I In jeder vorstellbaren Anwendung ist α(n) ≤ 5
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Ackermannfunktion

Die Ackermannfunktion ist gegeben durch

A(k , i) =


i + 1 wenn k = 0

A(k − 1, 1) wenn k > 0 und i = 0

A(k − 1,A(k , i − 1)) wenn k > 0 und i > 0.

• Sehr schnell wachsend (monoton steigend in k und i)

A(k, i) i = 0 i = 1 i = 2 i = 3
k = 0 1 2 3 4
k = 1 2 3 4 5
k = 2 3 5 7 9
k = 3 5 13 29 61

k = 4 13 65533 265536 − 3 2265536 − 3
k = 5 65533 A(4, 65533) A(4,A(4, 65533)) A(4,A(5, 2))

• α(n) = min { k | A(k, 1) ≥ n }
• Für n < A(4, 65533) ist α(n) ≤ 5

146 / 148



Outline

1. Elementare Datenstrukturen

2. Hash-Tabellen

3. Binäre Suchbäume

4. Rot-Schwarz-Bäume

5. Anreicherung von Datenstrukturen

6. Disjunkte Mengen
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Zum Nachlesen

• CLRS, Ch. 10, Elementary Data Structures

• CLRS, Ch. 11, Hash Tables

• CLRS, Ch. 12, Binary Search Trees

• CLRS, Ch. 13, Red-Black Trees

• CLRS, Ch. 14, Augmenting Data Structures

• CLRS, Ch. 21, Data Structures for Disjoint Sets
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Graphen überall

Graphen tauchen überall in der Informatik auf.

• Straßennetze

• Kommunikationsnetzwerke

• Linkstruktur des World Wide Web

• Soziale Netzwerke

• Wissensbasen

• Linguistik

• Berechnungen

• ...
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen
1.1 Repräsentation
1.2 Breitensuche
1.3 Tiefensuche
1.4 Topologisches Sortieren
1.5 Starke Zusammenhangskomponenten

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Vereinbarungen

Sei G = (V ,E ) ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge
E .

• In Algorithmen betrachten wir V und E als Attribute des
Graphen, d.h. wir schreiben G .V und G .E

• Komplexität von Algorithmen hängt sowohl von |V | als auch |E |
ab → Zwei Parameter

• Innerhalb asymptotischer Notationen (und nur dort) kürzen wir
|V | und |E | als V und E ab
I Also ist O(VE ) die Abkürzung von O(|V | |E |)

590 Chapter 22 Elementary Graph Algorithms
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Figure 22.1 Two representations of an undirected graph. (a)An undirected graph G with 5 vertices
and 7 edges. (b) An adjacency-list representation of G. (c) The adjacency-matrix representation
of G.
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Figure 22.2 Two representations of a directed graph. (a) A directed graph G with 6 vertices and 8
edges. (b) An adjacency-list representation of G. (c) The adjacency-matrix representation of G.

shortest-paths algorithms presented in Chapter 25 assume that their input graphs
are represented by adjacency matrices.

The adjacency-list representation of a graph G D .V; E/ consists of an ar-
ray Adj of jV j lists, one for each vertex in V . For each u 2 V , the adjacency list
AdjŒu� contains all the vertices � such that there is an edge .u; �/ 2 E. That is,
AdjŒu� consists of all the vertices adjacent to u in G. (Alternatively, it may contain
pointers to these vertices.) Since the adjacency lists represent the edges of a graph,
in pseudocode we treat the array Adj as an attribute of the graph, just as we treat
the edge set E. In pseudocode, therefore, we will see notation such as G:AdjŒu�.
Figure 22.1(b) is an adjacency-list representation of the undirected graph in Fig-
ure 22.1(a). Similarly, Figure 22.2(b) is an adjacency-list representation of the
directed graph in Figure 22.2(a).

If G is a directed graph, the sum of the lengths of all the adjacency lists is jEj,
since an edge of the form .u; �/ is represented by having � appear in AdjŒu�. If G is
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Repräsentationen von Graphen

• Graph kann entweder gerichtet oder ungerichtet sein

• Zwei gebräuchliche Möglichkeiten
I Adjazenzlisten
I Adjazenzmatrizen

• Repräsentation beeinflusst Speicherbedarf und Operationen

• Adjazenzlisten oft bevorzugt, insbesondere bei dünn besetzten
(sparse) Graphen, d.h. solche, bei denen |E | viel kleiner als |V |2
ist

• Für dichte Graphen auch öfter Adjazenzmatrizen
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Adjazenzlisten

Die Adjazenzlistenrepräsentation eines Graphen G = (V ,E )
besteht aus einem Array Adj von |V | Listen.

• Eine Liste pro Knoten

• Liste von u ∈ V enthält diejenigen Knoten v ∈ V für die (u, v) ∈ E

• Im Pseudo-Code schreiben wir G .Adj bzw. G .Adj [u]

• Unterstützt gerichtete und ungerichtete Graphen
I Für gerichtete Graphen ist die Summe aller Listenlängen gleich |E |
I Für ungerichtete Graphen gleich 2|E |

• Unterstützt gewichtete Graphen
I Typischerweise durch Gewichtsfunktion w : E → R gegeben
I Gewicht w(u, v) wird mit v in der Adjazenzliste von u gespeichert
I Ähnlich können andere Kantenattribute gespeichert werden

• Speicherplatzbedarf: O(max(V ,E )) = O(V + E )

• Test ob (u, v) ∈ E : O(degree(u))

• Alle Nachbarn von u bestimmen: Θ(degree(u))
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shortest-paths algorithms presented in Chapter 25 assume that their input graphs
are represented by adjacency matrices.
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are represented by adjacency matrices.
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pointers to these vertices.) Since the adjacency lists represent the edges of a graph,
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ray Adj of jV j lists, one for each vertex in V . For each u 2 V , the adjacency list
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in pseudocode we treat the array Adj as an attribute of the graph, just as we treat
the edge set E. In pseudocode, therefore, we will see notation such as G:AdjŒu�.
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shortest-paths algorithms presented in Chapter 25 assume that their input graphs
are represented by adjacency matrices.

The adjacency-list representation of a graph G D .V; E/ consists of an ar-
ray Adj of jV j lists, one for each vertex in V . For each u 2 V , the adjacency list
AdjŒu� contains all the vertices � such that there is an edge .u; �/ 2 E. That is,
AdjŒu� consists of all the vertices adjacent to u in G. (Alternatively, it may contain
pointers to these vertices.) Since the adjacency lists represent the edges of a graph,
in pseudocode we treat the array Adj as an attribute of the graph, just as we treat
the edge set E. In pseudocode, therefore, we will see notation such as G:AdjŒu�.
Figure 22.1(b) is an adjacency-list representation of the undirected graph in Fig-
ure 22.1(a). Similarly, Figure 22.2(b) is an adjacency-list representation of the
directed graph in Figure 22.2(a).

If G is a directed graph, the sum of the lengths of all the adjacency lists is jEj,
since an edge of the form .u; �/ is represented by having � appear in AdjŒu�. If G is
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Adjazenzmatrizen

Sei G = (V ,E ) ein Graph mit V = { 1, 2, . . . , |V | }. Die
Adjazenzmatrix von G ist eine |V | × |V |-Matrix A mit

aij =

{
1 für (i , j) ∈ E

0 sonst

• Ist V 6= { 1, 2, . . . , |V | }, nummerieren wir die Knoten beliebig
• Unterstützt gerichtete und ungerichtete Graphen

I Für ungerichtete Graphen ist A symmetrisch (aij = aji , A = AT )
→ Speicherplatz kann fast halbiert werden, indem man nur Diago-

nale und Einträge überhalb speichert
• Unterstützt gewichtete Graphen

I Gewicht w(i , j) wird in aij abgelegt
I Spezieller Marker für nicht existierende Kanten (oft: 0, ∞ oder

nil)

• Speicherplatzbedarf: Θ(V 2)

• Test ob (u, v) ∈ E : Θ(1)

• Alle Nachbarn von u bestimmen: Θ(V )
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shortest-paths algorithms presented in Chapter 25 assume that their input graphs
are represented by adjacency matrices.

The adjacency-list representation of a graph G D .V; E/ consists of an ar-
ray Adj of jV j lists, one for each vertex in V . For each u 2 V , the adjacency list
AdjŒu� contains all the vertices � such that there is an edge .u; �/ 2 E. That is,
AdjŒu� consists of all the vertices adjacent to u in G. (Alternatively, it may contain
pointers to these vertices.) Since the adjacency lists represent the edges of a graph,
in pseudocode we treat the array Adj as an attribute of the graph, just as we treat
the edge set E. In pseudocode, therefore, we will see notation such as G:AdjŒu�.
Figure 22.1(b) is an adjacency-list representation of the undirected graph in Fig-
ure 22.1(a). Similarly, Figure 22.2(b) is an adjacency-list representation of the
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590 Chapter 22 Elementary Graph Algorithms

1 2

3

45

1

2

3

4

5

2 5

1

2

2

4 1 2

5 3

4

45 3

1 0 0 1

0 1 1 1

1 0 1 0

1 1 0 1

1 0 1 0

0

1

0

0

1

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(a) (b) (c)

Figure 22.1 Two representations of an undirected graph. (a)An undirected graph G with 5 vertices
and 7 edges. (b) An adjacency-list representation of G. (c) The adjacency-matrix representation
of G.

1 2

54

1

2

3

4

5

2 4

5

6

2

4

6

5

1 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

0

0

0

0

0

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(a) (b) (c)

3

6 6

6

6 0 0 0 0 0 1

0

0

1

0

0

Figure 22.2 Two representations of a directed graph. (a) A directed graph G with 6 vertices and 8
edges. (b) An adjacency-list representation of G. (c) The adjacency-matrix representation of G.
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AdjŒu� contains all the vertices � such that there is an edge .u; �/ 2 E. That is,
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Figure 22.1(b) is an adjacency-list representation of the undirected graph in Fig-
ure 22.1(a). Similarly, Figure 22.2(b) is an adjacency-list representation of the
directed graph in Figure 22.2(a).
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shortest-paths algorithms presented in Chapter 25 assume that their input graphs
are represented by adjacency matrices.

The adjacency-list representation of a graph G D .V; E/ consists of an ar-
ray Adj of jV j lists, one for each vertex in V . For each u 2 V , the adjacency list
AdjŒu� contains all the vertices � such that there is an edge .u; �/ 2 E. That is,
AdjŒu� consists of all the vertices adjacent to u in G. (Alternatively, it may contain
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in pseudocode we treat the array Adj as an attribute of the graph, just as we treat
the edge set E. In pseudocode, therefore, we will see notation such as G:AdjŒu�.
Figure 22.1(b) is an adjacency-list representation of the undirected graph in Fig-
ure 22.1(a). Similarly, Figure 22.2(b) is an adjacency-list representation of the
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Attribute

Es ist oft notwendig, Attribute zu Knoten oder Kanten zu
speichern.

• Wir schreiben v .d für Attribut d des Knotens v

• Und (u, v).f für Attribute f von Kante (u, v)

• Kann verschiedenen implementiert werden, z.B.
I In objektorientierter Sprache: Kanten und Knoten als Klassen
I Parallele Arrays (d [u] enthält Wert u.d)
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen
1.1 Repräsentation
1.2 Breitensuche
1.3 Tiefensuche
1.4 Topologisches Sortieren
1.5 Starke Zusammenhangskomponenten

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Breitensuche

Sei G = (V ,E ) ein Graph und s ∈ V ein ausgewählter
Startknoten (source vertex). Die Breitensuche ist ein
fundamentaler Algorithmus zur Suche in Graphen.

• Besucht systematisch alle von s aus erreichbaren Knoten

• Berechnet die Distanz zu jedem erreichbaren Knoten (d.h.
kleinste Anzahl Kanten)

• Berechnet einen Breitensuchebaum
I Wurzel s
I Enthält alle erreichbaren Knoten
I Für jeden Knoten v , einfacher Pfad von s nach v in

Breitensuchebaum entspricht kürzestem Weg von s nach v in G
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Idee

• Graph wird ausgehend von s traversiert

• Maxime: Besuche erst alle Söhne, bevor du einen Enkel besuchst

• Dazu: Knoten werden gefärbt
I Weiß = unbesucht
I Grau = besucht, aber Söhne noch nicht
I Schwarz = vollständig abgearbeitet

• Knotenattribute
I color
I d (Distanz von s)
I π (Vorgänger / Vater in Breitensuchebaum)

• Graue Knoten werden außerdem in einer Warteschlange Q
abgelegt
I FIFO (first in first out)
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Bfs(G , s)
1: for each vertex u ∈ G .V − { s }
2: u.color ← white
3: u.d ←∞
4: u.π ← nil
5: s.color ← gray
6: s.d ← 0
7: s.π ← nil
8: Q ← ∅
9: Enqueue(Q, s)

10: while Q 6= ∅
11: u ← Dequeue(Q)
12: for each vertex v ∈ G .Adj [u]
13: if v .color = white
14: v .color ← gray
15: v .d = u.d + 1
16: v .π = u
17: Enqueue(Q, v)

18: u.color = black
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s
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Analyse der Laufzeit

• Weiß färben (Z. 1–4): O(V )

• Warteschlangenoperationen: O(V )
I Nur weiße Knoten werden eingefügt (Z. 13)
I Und dabei grau gefärbt (Z. 14)
I Somit: Jeder Knoten nur einmal eingefügt (und entfernt)

• Adjazenzlisten ablaufen (Z. 12): O(E )
I Eine Adjazenzliste wird nur dann abgelaufen, wenn u aus der

Warteschlange genommen wird (Dequeue)

• Gesamt: O(V + E )
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Distanz und kürzeste Pfade

Definition

Die Distanz (shortest-path distance) δ(s, v) zwischen zwei Knoten
s und v ist die minimale Anzahl Kanten in einem Pfad von s nach
v (∞ falls kein Pfad existiert). Pfade von s nach v mit Länge
δ(s, v) nennen wir kürzeste Pfade (shortest paths).

Wir wollen zeigen: v .d = δ(s, v).
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Eigenschaften (1)

Lemma (F28)

Sei G = (V ,E ) ein gerichteter oder ungerichteter Graph und
s ∈ V . Dann gilt für alle (u, v) ∈ E:

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + 1

Beweis.

• Wenn u nicht von s erreichbar, δ(s, u) =∞ → OK

• Sonst: Kürzester Pfad von s nach v kann nicht länger sein als
kürzester Pfad von s nach u, gefolgt von Kante (u, v)
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Eigenschaften (2)

Lemma (F29)

Sei G = (V ,E ) ein gerichteter oder ungerichteter Graph. Nach der
Anwendung von Bfs auf G für ein s ∈ V gilt für alle v ∈ V :

v .d ≥ δ(s, v).

Somit ist v .d zumindest nicht kleiner als Distanz.

Beweis. Per Induktion über die Anzahl der Enqueue-Aufrufe

• Induktionsanfang (nach Z. 9)
I Gilt für s da s.d = 0 ≥ δ(s, s)
I Gilt für alle v ∈ V − { s }, da v .d =∞ ≥ δ(s, v)
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Eigenschaften (3)

• Induktionsschritt
I Betrachte weißen Knoten v in Adj [u]
I Nach Induktionsvorraussetzung: u.d ≥ δ(s, u)
I Wir setzen

v .d = u.d + 1

≥ δ(s, u) + 1

≥ δ(s, v) (nach Lemma F28)

I Somit gilt Induktionshypothese für v wenn eingefügt (Z. 17)
I v .d wird nie wieder verändert (da v nicht mehr weiß)
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Eigenschaften (4)

Um zu zeigen, dass v .d = δ(s, v) gilt, müssen wir uns genauer
anschauen, wie BFS mit Q umgeht. Das nächste Lemma zeigt,
dass zu jedem Zeitpunkt höchstens 2 verschiedene Werte für d in
Q sind.

Lemma (F31)

Q enthalte während der Ausführung von BFS auf G = (V ,E ) die
Knoten 〈v1, . . . , vr 〉. Dann gilt:

vr .d ≤ v1.d + 1,

vi .d ≤ vi+1.d für alle 1 ≤ i ≤ r − 1.
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Eigenschaften (5)

Beweis. Per Induktion über die Anzahl der
Warteschlangenoperationen

• Induktionsanfang (nach Z. 9)
I Q = 〈s〉 → OK

• Induktionsschritt: Aufruf von Dequeue (Z. 11)
I u = v1 wird entfernt, v2 wird neuer Kopf

1. Es gilt vr .d ≤ v1.d + 1 ≤ v2.d + 1 → OK
2. Unverändert

• Anschließende Aufrufe von Enqueue (Z. 17)
I v = vr+1 wird angehangen, Kopf ist v2

1. Es gilt vr+1.d = v .d = u.d + 1 = v1.d + 1 ≤ v2.d + 1
2. vr .d ≤ v1.d + 1 = u.d + 1 = v .d = vr+1.d
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Korrektheit von BFS (1)

Theorem

Sei G = (V ,E ) ein gerichteter oder ungerichteter Graph. Dann
besucht Bfs(G , s), s ∈ V , jeden von s aus erreichbaren Knoten v.
Nach Terminierung gilt:

• v .d = δ(s, v) für alle v ∈ V ,

• Für jeden Knoten v 6= s, der von s aus erreichbar ist, gilt: ein
kürzester Pfad von s nach v ist ein kürzester Pfad von s zu v .π
gefolgt von der Kante (v .π, v).
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Korrektheit von BFS (2)

Beweis.

Fall 1: v nicht von s erreichbar

• v .d ≥ δ(s, v) =∞ nach Lemma F29

• Somit kann v .d in Z. 15 nicht auf einen endlichen Wert gesetzt
worden sein

• Somit wurde v nicht entdeckt

Fall 2: v von s erreichbar

• Annahme für Widerspruch: Ein Knoten hat einen falschen
d-Wert

• Wähle einen kleinsten solchen Knoten, d.h. v .d 6= δ(s, v) und
δ(s, v) minimal

• Es gilt: v 6= s

• v .d ≥ δ(s, v) nach Lemma F29

• Da v .d inkorrekt, v .d > δ(s, v)

34 / 184



Korrektheit von BFS (3)

• Sei u ein Knoten direkt vor v auf einem kürzesten Pfad von s
nach v , somit δ(s, u) < δ(s, v)

• Durch unserere Wahl von v : u.d = δ(s, u)

• Zusammen

v .d > δ(s, v) = δ(s, u) + 1 = u.d + 1

• Irgendwann wird u in Z. 11 von Q entfernt
I Wenn v dann weiß, setzt Z. 15 v .d = u.d + 1 → Widerspruch
I Wenn v dann schwarz, dann schon von Q entfernt und v .d ≤ u.d
→ Widerspruch

I Wenn v dann grau, dann wurde es bei Abarbeitung eines Knoten
w so gefärbt. Es gilt w .d ≤ u.d und v .d = w .d + 1 ≤ u.d + 1
→ Widerspruch

• Somit v .d = δ(s, v) für alle v

• Wenn v .π = u, dann δ(s, v) = v .d = u.d + 1 = δ(s, u) + 1
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Vorgängerteilgraph und Breitensuchebaum

Definition

Für einen Graphen G = (V ,E ) mit Wurzel s definieren wir den
Vorgängerteilgraphen (predecessor subtree) von G als
Gπ = (Vπ,Eπ) mit

Vπ = { v ∈ V | v .π 6= nil } ∪ { s } ,
Eπ = { (v .π, v) ∈ E | v ∈ Vπ \ { s } } .

Definition

Gπ ist ein Breitensuchebaum, falls

1. Vπ besteht aus allen von s aus erreichbaren Knoten

2. Für alle v ∈ Vπ existiert ein eindeutiger einfacher Pfad von s
nach v in Gπ; dieser ist kürzester Pfad von s nach v in G
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Figure 22.3 The operation of BFS on an undirected graph. Tree edges are shown shaded as they
are produced by BFS. The value of u:d appears within each vertex u. The queue Q is shown at the
beginning of each iteration of the while loop of lines 10–18. Vertex distances appear below vertices
in the queue.

Although we won’t use this loop invariant to prove correctness, it is easy to see
that it holds prior to the first iteration and that each iteration of the loop maintains
the invariant. Prior to the first iteration, the only gray vertex, and the only vertex
in Q, is the source vertex s. Line 11 determines the gray vertex u at the head of
the queue Q and removes it from Q. The for loop of lines 12–17 considers each
vertex � in the adjacency list of u. If � is white, then it has not yet been discovered,
and the procedure discovers it by executing lines 14–17. The procedure paints
vertex � gray, sets its distance �:d to u:dC1, records u as its parent �:� , and places
it at the tail of the queue Q. Once the procedure has examined all the vertices on u’s

37 / 184



Breitensuchebaum und BFS

Lemma

Es werde BFS auf einen gerichteten oder ungerichteten Graphen
G = (V ,E ) angewendet. Nach Terminierung hat BFS die
π-Attribute so belegt, dass Gπ ein Breitensuchebaum ist.

Beweis.

1. Durch Korrektheit BFS

2. Gπ ist ein Baum, da verbunden und |Eπ| = |Vπ| − 1
I Somit eindeutiger einfacher Pfad
I Korrektheit BFS ergibt Minimalität dieses Pfads
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Ausgeben eines kürzesten Pfades

Print-Path(G , s, v)
1: if v = s
2: Print s
3: else if v .π = nil
4: Print “no path from s to v exisits”
5: else
6: Print-Path(G , s, v .π)
7: Print v

• Laufzeit: O(δ(s, v))

39 / 184



Outline

1. Elementare Graphalgorithmen
1.1 Repräsentation
1.2 Breitensuche
1.3 Tiefensuche
1.4 Topologisches Sortieren
1.5 Starke Zusammenhangskomponenten

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege

40 / 184



Tiefensuche

• Tiefensuche ist eine Suchstrategie, in der die Kanten eines
entdeckten Knotens v sofort exploriert werden
→ Suche in die Tiefe

• Ist dies abgeschlossen, springt die Suche zurück (backtracking)
zu dem Knoten von dem aus v gefunden wurde

• Im Gegensatz zur Breitensuche, kein expliziter Startknoten
I Jede Kante wird exploriert
I Suche beginnt bei einem der Knoten
I Falls notwendig, werden weitere Startknoten gewählt

• Berechnet Zeitstempel und Vorgängergraph
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Knotenattribute

• Färbung
I Weiß = unbesucht
I Grau = entdeckt, aber noch nicht vollständig abgearbeitet
I Schwarz = abgearbeitet (alle erreichbaren Knoten gefunden)

• Knotenattribute
I color , π
I d = Zeit der Entdeckung (discovery time)
I f = Zeit der Abarbeitung (finishing time)

• Zeitstempel
I Nützlich für Graphalgorithmen sowie Analyse der Tiefensuche
I Jeder Knoten wird einmal entdeckt und einmal abgearbeitet
→ Zeitstempel eindeutig zwischen 1 und 2|V |

I Es gilt v .d < v .f für alle v ∈ V
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Pseudo-Code (1)

Dfs(G )
1: for each vertex u ∈ G .V
2: u.color ← white
3: u.π ← nil
4: time ← 0
5: for each vertex u ∈ G .V
6: if u.color = white
7: Dfs-Visit(G , u)

• time ist ein globaler Zeitstempel
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Pseudo-Code (2)

Dfs-Visit(G , u)
1: time ← time + 1 // white vertex u has just been discovered
2: u.d ← time
3: u.color ← gray
4: for each v ∈ G .Adj [u] // explore edge (u, v)
5: if v .color = white
6: v .π = u
7: Dfs-Visit(G , v)

8: u.color ← black // blacken u; it is finished
9: time ← time + 1

10: u.f ← time
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Figure 22.4 The progress of the depth-first-search algorithm DFS on a directed graph. As edges
are explored by the algorithm, they are shown as either shaded (if they are tree edges) or dashed
(otherwise). Nontree edges are labeled B, C, or F according to whether they are back, cross, or
forward edges. Timestamps within vertices indicate discovery time/finishing times.

the root of a new tree in the depth-first forest. When DFS returns, every vertex u

has been assigned a discovery time u:d and a finishing time u: f .
In each call DFS-VISIT.G; u/, vertex u is initially white. Line 1 increments

the global variable time, line 2 records the new value of time as the discovery
time u:d, and line 3 paints u gray. Lines 4–7 examine each vertex � adjacent to u

and recursively visit � if it is white. As each vertex � 2 AdjŒu� is considered in
line 4, we say that edge .u; �/ is explored by the depth-first search. Finally, after
every edge leaving u has been explored, lines 8–10 paint u black, increment time,
and record the finishing time in u: f .

Note that the results of depth-first search may depend upon the order in which
line 5 of DFS examines the vertices and upon the order in which line 4 of DFS-
VISIT visits the neighbors of a vertex. These different visitation orders tend not
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Laufzeit

• Analyse ähnlich Bfs

• Knoten weiß färben und als Startknoten probieren
(ohne Dfs-Visit): Θ(V )

• Dfs-Visit wird genau einmal pro Knoten ausgeführt
I Adjazenzlisten werden in Z. 4 durchlaufen → jeder Eintrag einmal
I Kosten für Dfs-Visit insgesamt: Θ(E )

• Gesamtlaufzeit Θ(V + E )
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Vorgängerteilgraph und Tiefensuchewald

Leicht veränderte Definition, da kein expliziter Startknoten.

Definition

Der Vorgängerteilgraph einer Tiefensuche ist der Graph
Gπ = (V ,Eπ) mit

Eπ = { (v .π, v) | v ∈ V , v .π 6= nil } .

• Gπ ist ein Tiefensuchewald, bestehend aus mehreren
Tiefensuchebäumen

• Kanten in Eπ nennt man Baumkanten

• Wenn u = v .π, dann wurde Dfs-Visit(G , v) während der
Suche in u’s Adjazenzliste aufgerufen
→ Tiefensuchewald beschreibt Struktur der rekursiven Aufrufe

• v ist Nachfolger von u ⇔ v entdeckt während u grau
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Klammertheorem (1)

Theorem

Nach der Tiefensuche eines gerichteten oder ungerichteten
Graphen G = (V ,E ) gilt für jedes Knotenpaar u, v ∈ V genau eine
der drei folgenden Bedingungen:

1. die Intervalle [u.d , u.f ] und [v .d , v .f ] sind disjunkt und weder u
noch v ist Nachfolger des anderen Knotens im Tiefensuchewald,

2. [u.d , u.f ] enthält [v .d , v .f ] und v ist ein Nachfolger von u in
einem Tiefensuchebaum,

3. [v .d , v .f ] enthält [u.d , u.f ] und u ist ein Nachfolger von v in
einem Tiefensuchebaum.

• Namensgebung: siehe nächste Folie

• Korollar: v ist Nachfolger von u ⇔ u.d < v .d < v .f < u.f
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Beispiel (1)
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Figure 22.5 Properties of depth-first search. (a) The result of a depth-first search of a directed
graph. Vertices are timestamped and edge types are indicated as in Figure 22.4. (b) Intervals for
the discovery time and finishing time of each vertex correspond to the parenthesization shown. Each
rectangle spans the interval given by the discovery and finishing times of the corresponding vertex.
Only tree edges are shown. If two intervals overlap, then one is nested within the other, and the
vertex corresponding to the smaller interval is a descendant of the vertex corresponding to the larger.
(c) The graph of part (a) redrawn with all tree and forward edges going down within a depth-first tree
and all back edges going up from a descendant to an ancestor.

22.3 Depth-first search 607

3/6 2/9 1/10 11/16

14/1512/137/84/5

y z s t

uvwx

B

C

F

C

C

C

B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

s t

z

y w

x

v u

s

z

y w

x

t

v u

C

F
B

C

C

B

C

(a)

(b)

(c)

(s (z (y (x x) y) (w w) z) s) (t (v v) (u u) t)

Figure 22.5 Properties of depth-first search. (a) The result of a depth-first search of a directed
graph. Vertices are timestamped and edge types are indicated as in Figure 22.4. (b) Intervals for
the discovery time and finishing time of each vertex correspond to the parenthesization shown. Each
rectangle spans the interval given by the discovery and finishing times of the corresponding vertex.
Only tree edges are shown. If two intervals overlap, then one is nested within the other, and the
vertex corresponding to the smaller interval is a descendant of the vertex corresponding to the larger.
(c) The graph of part (a) redrawn with all tree and forward edges going down within a depth-first tree
and all back edges going up from a descendant to an ancestor.
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Beispiel (2)
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Klammertheorem (2)

Beweis.

• Fall 1: u.d < v .d

• Fall 1a: u.d < v .d und v .d < u.f
I v entdeckt als u grau → v Nachfolger von u
I Da v nach u entdeckt, wird v abgearbeitet bevor Suche zu u

zurückkehrt
I Somit v .f < u.f und [u.d , u.f ] enthält [v .d , v .f ]

• Fall 1b: u.d < v .d und u.f < v .d
I Da v .d < v .f , gilt dass [u.d , u.f ] und [v .d , v .f ] disjunkt
I Somit keiner der Knoten entdeckt, während der andere grau war
→ keiner der Knoten ist Nachfolger des anderen

• Fall 2: u.d > v .d analog
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Theorem des weißen Pfades (1)

Eine andere Charakterisierung des Tiefensuchewaldes:

Theorem

Im Tiefensuchewald eines gerichteten oder ungerichteten Graphen
G = (V ,E ) ist ein Knoten v ein Nachfolger eines Knotens u genau
dann wenn zum Zeitpunkt u.d ein Pfad von u nach v existiert, der
vollständig aus weißen Knoten existiert.

Beweis.

• Nachfolgerschaft ⇒ weißer Pfad
I u ist weiß zum Zeitpunkt der Zuweisung von u.d (Z. 2)
I Da v Nachfolger von u, gilt v .d > u.d nach Klammertheorem

sodass auch v weiß ist
I Dies gilt für jeden Nachfolger und somit auch für jeden Knoten auf

dem einfachen Pfad von u nach v im Tiefensuchewald
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Theorem des weißen Pfades (2)

• Weißer Pfad ⇒ Nachfolgerschaft
I Nehmen wir an, dass zum Zeitpunkt u.d ein weißer Pfad von u

nach v existiert
I Annahme: v kein Nachfolger von u
I oBdA: Alle anderen Knoten auf dem weißen Pfad sind Nachfolger

von u (sonst: Wähle als v ersten Knoten, der kein Nachfolger)
I Sei w Vorgänger von v (somit Nachfolger von u bzw. =u)
I Es gilt w .f ≤ u.f nach dem Klammertheorem
I v wird nach u entdeckt
I v wird vor Abarbeitung von w entdeckt (da Kante (w , v) existiert)
I Somit u.d < v .d < w .f ≤ u.f
I Klammertheorem impliziert dass [v .d , v .f ] in [u.d , u.f ] enthalten
I Somit v Nachfolger von u → Widerspruch

68 / 184



Kantenklassifikation (1)

Die Kanten des Graphen lassen sich wie folgt klassifizieren:

• Baumkanten sind alle Kanten in Eπ
I (u, v) wenn v bei Ablaufen der Kante (u, v) zuerst entdeckt

• Rückkanten (B) verbinden Knoten mit Vorgängern
I Wir betrachten Schleifen (u, u) in gerichteten Graphen als

Rückkanten

• Vorwärstkanten (F) verbinden Knoten mit Nachfolgern, sind
aber keine Baumkanten

• Kreuzkanten (C) sind alle anderen Kanten
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Kantenklassifikation (2)

Modifikation von Dfs-Visit um Kanten (u, v) anhand der Farbe
von v zu klassifizieren:

1. v ist weiß → Baumkante

2. v ist grau: Rückkante

3. v ist schwarz: entweder Vorwärts- oder Kreuzkante
I Vorwärtskante gdw. u.d < v .d (Übung)
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Kantenklassifikation (3)

Im ungerichteten Graph kann es Mehrdeutigkeiten bezüglich der
Klassifikation geben, da (u, v) und (v , u) die gleiche Kante
darstellen. In so einem Fall gilt die erste gefundene Klassifikation.

Theorem

Die Kanten in einem ungerichteten Graphen G = (V ,E ) werden
durch die Tiefensuche entweder als Baumkanten oder als
Rückkanten klassifiziert.

Beweis.

• Sei (u, v) eine beliebige Kante

• oBdA: u.d < v .d

• ⇒ u.d < v .d < v .f < u.f da v ∈ G .Adj [u]

• Falls (u, v) zuerst in Richtung u → v durchlaufen, dann wird
(u, v) eine Baumkante

• Falls (u, v) zuerst in Richtung v → u durchlaufen, so wird (u, v)
eine Rückkante, da u noch grau ist
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen
1.1 Repräsentation
1.2 Breitensuche
1.3 Tiefensuche
1.4 Topologisches Sortieren
1.5 Starke Zusammenhangskomponenten

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Gerichtete azyklische Graphen (DAG)

• Beispiel: Prozessmodellierung mit DAGs
22.4 Topological sort 613
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Figure 22.7 (a) Professor Bumstead topologically sorts his clothing when getting dressed. Each
directed edge .u; �/ means that garment u must be put on before garment �. The discovery and
finishing times from a depth-first search are shown next to each vertex. (b) The same graph shown
topologically sorted, with its vertices arranged from left to right in order of decreasing finishing time.
All directed edges go from left to right.

pants). A directed edge .u; �/ in the dag of Figure 22.7(a) indicates that garment u

must be donned before garment �. A topological sort of this dag therefore gives an
order for getting dressed. Figure 22.7(b) shows the topologically sorted dag as an
ordering of vertices along a horizontal line such that all directed edges go from left
to right.

The following simple algorithm topologically sorts a dag:

TOPOLOGICAL-SORT.G/

1 call DFS.G/ to compute finishing times �: f for each vertex �

2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices

Figure 22.7(b) shows how the topologically sorted vertices appear in reverse order
of their finishing times.

We can perform a topological sort in time ‚.V C E/, since depth-first search
takes ‚.V CE/ time and it takes O.1/ time to insert each of the jV j vertices onto
the front of the linked list.

We prove the correctness of this algorithm using the following key lemma char-
acterizing directed acyclic graphs.

• Jeder DAG definiert eine Halbordnung
I Es gilt a < b und b < c impliziert a < c
I Aber: es kann Paare a 6= b geben, sodass weder a < b noch a > b
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Topologische Sortierung

Definition

Eine topologische Sortierung < eines DAG G = (V ,E ) ist eine
totale Ordnung aller Knoten in G sodass u < v für (u, v) ∈ E .

Ordnet man die Knoten nach < auf einer Linie an, gehen alle
gerichteten Kanten von links nach rechts.

22.4 Topological sort 613

11/16

12/15

6/7

1/8

2/5

3/4

17/18

13/14

9/10

17/18 11/16 12/15 13/14 9/10 1/8 6/7 2/5 3/4

(a)

(b)

undershorts

pants

belt

shirt

tie

jacket

socks

shoes

watch

socks undershorts pants shoes watch shirt belt tie jacket

Figure 22.7 (a) Professor Bumstead topologically sorts his clothing when getting dressed. Each
directed edge .u; �/ means that garment u must be put on before garment �. The discovery and
finishing times from a depth-first search are shown next to each vertex. (b) The same graph shown
topologically sorted, with its vertices arranged from left to right in order of decreasing finishing time.
All directed edges go from left to right.

pants). A directed edge .u; �/ in the dag of Figure 22.7(a) indicates that garment u

must be donned before garment �. A topological sort of this dag therefore gives an
order for getting dressed. Figure 22.7(b) shows the topologically sorted dag as an
ordering of vertices along a horizontal line such that all directed edges go from left
to right.

The following simple algorithm topologically sorts a dag:

TOPOLOGICAL-SORT.G/

1 call DFS.G/ to compute finishing times �: f for each vertex �

2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices

Figure 22.7(b) shows how the topologically sorted vertices appear in reverse order
of their finishing times.

We can perform a topological sort in time ‚.V C E/, since depth-first search
takes ‚.V CE/ time and it takes O.1/ time to insert each of the jV j vertices onto
the front of the linked list.

We prove the correctness of this algorithm using the following key lemma char-
acterizing directed acyclic graphs.
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pants). A directed edge .u; �/ in the dag of Figure 22.7(a) indicates that garment u

must be donned before garment �. A topological sort of this dag therefore gives an
order for getting dressed. Figure 22.7(b) shows the topologically sorted dag as an
ordering of vertices along a horizontal line such that all directed edges go from left
to right.

The following simple algorithm topologically sorts a dag:

TOPOLOGICAL-SORT.G/

1 call DFS.G/ to compute finishing times �: f for each vertex �

2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices

Figure 22.7(b) shows how the topologically sorted vertices appear in reverse order
of their finishing times.

We can perform a topological sort in time ‚.V C E/, since depth-first search
takes ‚.V CE/ time and it takes O.1/ time to insert each of the jV j vertices onto
the front of the linked list.

We prove the correctness of this algorithm using the following key lemma char-
acterizing directed acyclic graphs.
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Pseudo-Code

Topological-Sort(G )
1: Call Dfs(G ) to compute finishing times v .f for each vertex v
2: As each vertex is finished, insert it to the front of a linked list
3: return this linked list of vertices

• Ausgabe erfolgt also in umgekehrter Reihenfolge der
Abarbeitungszeiten

• Kosten O(V + E )
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Beispiel
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pants). A directed edge .u; �/ in the dag of Figure 22.7(a) indicates that garment u

must be donned before garment �. A topological sort of this dag therefore gives an
order for getting dressed. Figure 22.7(b) shows the topologically sorted dag as an
ordering of vertices along a horizontal line such that all directed edges go from left
to right.

The following simple algorithm topologically sorts a dag:

TOPOLOGICAL-SORT.G/

1 call DFS.G/ to compute finishing times �: f for each vertex �

2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices

Figure 22.7(b) shows how the topologically sorted vertices appear in reverse order
of their finishing times.

We can perform a topological sort in time ‚.V C E/, since depth-first search
takes ‚.V CE/ time and it takes O.1/ time to insert each of the jV j vertices onto
the front of the linked list.

We prove the correctness of this algorithm using the following key lemma char-
acterizing directed acyclic graphs.
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pants). A directed edge .u; �/ in the dag of Figure 22.7(a) indicates that garment u

must be donned before garment �. A topological sort of this dag therefore gives an
order for getting dressed. Figure 22.7(b) shows the topologically sorted dag as an
ordering of vertices along a horizontal line such that all directed edges go from left
to right.

The following simple algorithm topologically sorts a dag:

TOPOLOGICAL-SORT.G/

1 call DFS.G/ to compute finishing times �: f for each vertex �

2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list
3 return the linked list of vertices

Figure 22.7(b) shows how the topologically sorted vertices appear in reverse order
of their finishing times.

We can perform a topological sort in time ‚.V C E/, since depth-first search
takes ‚.V CE/ time and it takes O.1/ time to insert each of the jV j vertices onto
the front of the linked list.

We prove the correctness of this algorithm using the following key lemma char-
acterizing directed acyclic graphs.
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Korrektheit (1)

Lemma

Ein gerichteter Graph G ist azyklisch genau dann, wenn Dfs keine
Rückkanten ergibt.

Somit kann man Kreisfreiheit mittels Dfs erkennen.
Beweis.
• Rückkante ⇒ Zyklus

I Annahme: es existiert eine Rückkante (u, v)
I Dann ist v ein Vorgänger von u im Tiefensuchewald
I Also gibt es einen Pfad von v nach u in G
I Und mit der Rückkante (u, v) ergibt sich ein Zyklus

• Zyklus ⇒ Rückkante
I Annahme: G enthält einen Zyklus C
I Sei v der erste entdeckte Knoten in C und (u, v) die

Vorgängerkante in C
I Zum Zeitpunkt v .d gibt es einen weißen Pfad von v nach u
→ u wird Nachfolger von v

I Somit ist (u, v) Rückkante
77 / 184



Korrektheit (2)

Theorem

Topological-Sort(G) erzeugt eine topologische Sortierung
eines DAG G = (V ,E ).

Beweis.

• z.Z.: Für je zwei verschiedene Knoten u, v ∈ V gilt:

(u, v) ∈ E ⇒ v .f < u.f

• Wenn Dfs Kante (u, v) abarbeitet, kann v nicht grau sein
(sonst wäre (u, v) eine Rückkante)

• Falls v weiß, so wird v Nachfolger von u und somit v .f < u.f

• Falls v schwarz gilt unmittelbar v .f < u.f
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Outline
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Starke Zusammenhangskomponenten

Definition

Eine starke Zusammenhangskomponente (strongly connected
component, SCC) eines gerichteten Graphen G = (V ,E ) ist eine
maximale Knotenmenge C ⊆ V sodass für jedes Paar u, v ∈ C gilt:
u  v and v  u.

• u  v heißt: von u kann v erreicht werden

• Zerlegung in SCCs wird oft als erster Schritt in Algorithmen
benötigt, um ein Problem in Teilproblem zu zerlegen

Beispiel

Lecture Notes for Chapter 22: Elementary Graph Algorithms 22-9

� Is � gray, too?
� No, because then� would be ancestor ofu.
) .u; �/ is a back edge.
) contradiction of previous lemma (dag has no back edges).

� Is � white?
� Then becomes descendant ofu.

By parenthesis theorem,u:d < �:d <�: f < u: f .
� Is � black?

� Then� is already finished.
Since we’re exploring.u; �/, we have not yet finishedu.
Therefore,�: f < u: f .

Strongly connected components

Given directed graphG D .V; E/.
A strongly connected component(SCC) of G is a maximal set of verticesC � V

such that for allu; � 2 C , bothu ; � and� ; u.

Example
[Just show SCC’s at first. Do DFS a little later.]

14/19 15/16

17/18 13/20

3/4

2/5

1/12

10/11

6/9

7/8

Algorithm usesGT D transposeof G.
� GT D .V; ET/, ET D f.u; �/ W .�; u/ 2 Eg.
� GT is G with all edges reversed.

Can createGT in ‚.V CE/ time if using adjacency lists.

Observation
G andGT have thesameSCC’s. (u and� are reachable from each other inG if
and only if reachable from each other inGT.)

Component graph

� GSCCD .V SCC; ESCC/.
� V SCC has one vertex for each SCC inG.
� ESCC has an edge if there’s an edge between the corresponding SCC’s in G.

80 / 184



Transponierter Graph

• Zerlegung kann mit Hilfe von Dfs durchgeführt werden

• Dazu verwenden wir den transponierten Graphen
GT = (V ,ET ) mit

ET = { (v , u) | (u, v) ∈ E }

• Transponierter Graph kann bei Adjazenzlistendarstellung in
O(V + E ) erzeugt werden

• Bemerke: G und GT haben die gleichen starken
Zusammenhangskomponenten
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Pseudo-Code

Strongly-Connected-Components(G )
1: Call Dfs(G ) to compute finishing times u.f for each vertex u
2: Compute GT

3: Call Dfs(GT ), but in the main loop, consider vertices in order
of decreasing u.f (as computed in first DFS)

4: Output the vertices of each tree of the depth-first forest
resulting from line 3 as a separate SCC

• Laufzeit: O(V + E )
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Beispiel

Lecture Notes for Chapter 22: Elementary Graph Algorithms 22-9

� Is � gray, too?
� No, because then� would be ancestor ofu.
) .u; �/ is a back edge.
) contradiction of previous lemma (dag has no back edges).

� Is � white?
� Then becomes descendant ofu.

By parenthesis theorem,u:d < �:d <�: f < u: f .
� Is � black?

� Then� is already finished.
Since we’re exploring.u; �/, we have not yet finishedu.
Therefore,�: f < u: f .

Strongly connected components

Given directed graphG D .V; E/.
A strongly connected component(SCC) of G is a maximal set of verticesC � V

such that for allu; � 2 C , bothu ; � and� ; u.

Example
[Just show SCC’s at first. Do DFS a little later.]

14/19 15/16

17/18 13/20

3/4

2/5

1/12

10/11

6/9

7/8

Algorithm usesGT D transposeof G.
� GT D .V; ET/, ET D f.u; �/ W .�; u/ 2 Eg.
� GT is G with all edges reversed.

Can createGT in ‚.V CE/ time if using adjacency lists.

Observation
G andGT have thesameSCC’s. (u and� are reachable from each other inG if
and only if reachable from each other inGT.)

Component graph

� GSCCD .V SCC; ESCC/.
� V SCC has one vertex for each SCC inG.
� ESCC has an edge if there’s an edge between the corresponding SCC’s in G.

22-10 Lecture Notes for Chapter 22: Elementary Graph Algorithms

For our example:

Lemma
GSCC is a dag. More formally, letC andC 0 be distinct SCC’s inG, let u; � 2 C ,
u0; � 0 2 C 0, and suppose there is a pathu ; u0 in G. Then there cannot also be a
path� 0 ; � in G.

Proof Suppose there is a path� 0 ; � in G. Then there are pathsu ; u0 ; � 0

and� 0 ; � ; u in G. Therefore,u and� 0 are reachable from each other, so they
are not in separate SCC’s. (lemma)

SCC.G/

call DFS.G/ to compute finishing timesu: f for all u

computeGT

call DFS.GT/, but in the main loop, consider vertices in order of decreasing u: f
(as computed in first DFS)

output the vertices in each tree of the depth-first forest formed in second DFS
as a separate SCC

Example:

1. Do DFS

2. GT

3. DFS (roots blackened)

Time: ‚.V CE/.

How can this possibly work?

Idea

By considering vertices in second DFS in decreasing order offinishing times from
first DFS, we are visiting vertices of the component graph in topological sort order.

To prove that it works, first deal with 2 notational issues:

� Will be discussingu:d andu: f . These always refer tofirst DFS.
� Extend notation ford andf to sets of verticesU � V :

� d.U / D minu2U fu:dg (earliest discovery time)
� f .U / D maxu2U fu: f g (latest finishing time)
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Komponentengraph

• Komponentengraph GSCC = (V SCC,ESCC) nützlich zum
Verständnis des Algorithmus
• Ein Knoten pro SCC in G
• Kante zwischen zwei Knoten, wenn entsprechende SCCs in G

durch Kante verbunden
• Alternativ: Knoten innerhalb einer SCC werden verschmolzen

Lecture Notes for Chapter 22: Elementary Graph Algorithms 22-9

� Is � gray, too?
� No, because then� would be ancestor ofu.
) .u; �/ is a back edge.
) contradiction of previous lemma (dag has no back edges).

� Is � white?
� Then becomes descendant ofu.

By parenthesis theorem,u:d < �:d <�: f < u: f .
� Is � black?

� Then� is already finished.
Since we’re exploring.u; �/, we have not yet finishedu.
Therefore,�: f < u: f .

Strongly connected components

Given directed graphG D .V; E/.
A strongly connected component(SCC) of G is a maximal set of verticesC � V

such that for allu; � 2 C , bothu ; � and� ; u.

Example
[Just show SCC’s at first. Do DFS a little later.]

14/19 15/16

17/18 13/20

3/4

2/5

1/12

10/11

6/9

7/8

Algorithm usesGT D transposeof G.
� GT D .V; ET/, ET D f.u; �/ W .�; u/ 2 Eg.
� GT is G with all edges reversed.

Can createGT in ‚.V CE/ time if using adjacency lists.

Observation
G andGT have thesameSCC’s. (u and� are reachable from each other inG if
and only if reachable from each other inGT.)

Component graph

� GSCCD .V SCC; ESCC/.
� V SCC has one vertex for each SCC inG.
� ESCC has an edge if there’s an edge between the corresponding SCC’s in G.

22-10 Lecture Notes for Chapter 22: Elementary Graph Algorithms

For our example:

Lemma
GSCC is a dag. More formally, letC andC 0 be distinct SCC’s inG, let u; � 2 C ,
u0; � 0 2 C 0, and suppose there is a pathu ; u0 in G. Then there cannot also be a
path� 0 ; � in G.

Proof Suppose there is a path� 0 ; � in G. Then there are pathsu ; u0 ; � 0

and� 0 ; � ; u in G. Therefore,u and� 0 are reachable from each other, so they
are not in separate SCC’s. (lemma)

SCC.G/

call DFS.G/ to compute finishing timesu: f for all u

computeGT

call DFS.GT/, but in the main loop, consider vertices in order of decreasing u: f
(as computed in first DFS)

output the vertices in each tree of the depth-first forest formed in second DFS
as a separate SCC

Example:

1. Do DFS

2. GT

3. DFS (roots blackened)

Time: ‚.V CE/.

How can this possibly work?

Idea

By considering vertices in second DFS in decreasing order offinishing times from
first DFS, we are visiting vertices of the component graph in topological sort order.

To prove that it works, first deal with 2 notational issues:

� Will be discussingu:d andu: f . These always refer tofirst DFS.
� Extend notation ford andf to sets of verticesU � V :

� d.U / D minu2U fu:dg (earliest discovery time)
� f .U / D maxu2U fu: f g (latest finishing time)
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Komponentengraph ist DAG

Lemma

GSCC ist ein DAG. Genauer: Wenn C und C ′ zwei verschiedene
SCCs mit u, v ∈ C, u′, v ′ ∈ C ′ und ein Pfad u  u′ in G existiert,
dann gibt es keinen Pfad v ′  v in G.

Somit: Falls zwei Knoten in der selben SCC, so verlässt kein Pfad
zwischen diesen Knoten die SCC.

Beweis.

• Es gibt einen Pfad u  u′  v ′

• Nehmen wir an es gäbe außerdem Pfad v ′  v

• Dann gibt es auch einen Pfad v ′  v  u

• Aber dann sind u und v ′ in der gleichen SCC→ Widerspruch
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Korrektheit (1)

Kernidee. Da Knoten in zweiter Tiefensuche in umgekehrter
Reihenfolge der Abarbeitungszeiten geordnet, werden die Knoten
des Komponentengraphs in topologischer Ordnung besucht.

• Somit: Wenn eine Kante im transponierten Graph zu anderen
Komponente führt, dann wurde diese andere Komponente schon
abgearbeitet

• Das schauen wir uns jetzt genauer an

• Ab jetzt: u.d und u.f beziehen sich auf erste Tiefensuche

• Außerdem erweitern wir die Definitionen auf Knotenmengen

d(C ) = min
u∈C

u.d (früheste Entdeckung)

f (C ) = max
u∈C

u.f (letzte Abarbeitung)
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Korrektheit (2)

Lemma (F87)

Seien C und C ′ verschiedene SCCs in G = (V ,E ). Wenn es eine
Kante (u, v) ∈ E gibt, sodass u ∈ C und v ∈ C ′, dann

f (C ) > f (C ′).

Beweis.

• Fall 1: d(C ) < d(C ′)
I Sei x erster entdeckter Knoten in C
I Zum Zeitpunkt x .d sind alle Knoten in C und C ′ weiß
I Somit existiert ein weißer Pfad von x zu jedem Knoten in C oder

C ′

I Alle Knoten in C und C ′ werden Nachfolger von x in
Tiefensuchebaum

I Nach Klammertheorem: x .f = f (C ) > f (C ′)
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Korrektheit (3)

• Fall 2: d(C ′) < d(C )
I Sei y erster entdeckter Knoten in C ′

I Zum Zeitpunkt y .d sind alle Knoten in C ′ weiß und von y
erreichbar
→ Werden Nachfolger von y sodass y .f = f (C ′)

I Zum Zeitpunkt y .d sind alle Knoten in C auch weiß
I Da Komponentengraph ein DAG und (u, v) existiert, gibt es

keinen Pfad von C ′ nach C
→ Kein Knoten in C ist von y aus erreichbar

I Somit sind zum Zeitpunkt y .f alle Knoten in C immer noch weiß
I Impliziert für alle w ∈ C , dass w .f > y .f
I Somit f (C ) > f (C ′)
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Korrektheit (4)

Korollar

Seien C und C ′ verschiedene SCCs in G = (V ,E ). Wenn es eine
Kante (u, v) ∈ ET gibt, sodass u ∈ C und v ∈ C ′, dann

f (C ) < f (C ′).

Das folgende Korollar fasst unsere Erkenntnisse zusammen.

Korollar (F89)

Seien C und C ′ verschiedene SCCs in G = (V ,E ) und sei
f (C ) > f (C ′). Dann gibt es keine Kante von C nach C ′ in GT .
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Korrektheit (5)

Theorem

Strongly-Connected-Components ermittelt die starken
Zusammenhangskomponenten des gerichteten Graphen G.

Beweisidee.

• In zweiter Tiefensuche starten wir mit Knoten x1 sodass x1.f
maximal
I Alle Knoten in x1’s SCC C1 werden entdeckt
I Aber: Kein Knoten aus einer anderen SCC in GT erreichbar

(nach Korollar F89)
I Somit nur Knoten in C1 entdeckt
→ Tiefensuchebaum mit Wurzel x1 entspricht C1
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Korrektheit (6)

• Wir besuchen als nächstes den unbesuchten Knoten x2 mit x2.f
maximal
I Alle Knoten in x2’s SCC C2 werden entdeckt
I Kanten, die C2 verlassen, müssen zu Knoten in C1 gehen
I C1 ist aber schon abgearbeitet → Keine Baumkanten
I Tiefensuchebaum mit Wurzel x2 entspricht C2

• Das kann man weiter fortsetzen (Induktion)

• Von jedem Wurzelknoten erreicht man
I Alle Knoten innerhalb der entsprechenden SCC

(Baumkanten zu diesen Knoten)
I Sonst nur Knoten, die schon entdeckt worden sind

(keine Baumkanten)
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Motivation

• Beispiel: Verkabelung

• V sind Orte, E sind mögliche Kabelstrecken, (u, v) ∈ E hat
assoziierte Kosten w(u, v)

• Welche Kabelstrecken verbinden alle Orte und haben minimale
Gesamtkosten?

• Wir suchen also eine Teilmenge T ⊆ E der Kanten
I (V ,T ) ist verbunden
I T ist zyklenfrei

632 Chapter 23 Minimum Spanning Trees
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Figure 23.4 The execution of Kruskal’s algorithm on the graph from Figure 23.1. Shaded edges
belong to the forest A being grown. The algorithm considers each edge in sorted order by weight.
An arrow points to the edge under consideration at each step of the algorithm. If the edge joins two
distinct trees in the forest, it is added to the forest, thereby merging the two trees.

checks, for each edge .u; �/, whether the endpoints u and � belong to the same
tree. If they do, then the edge .u; �/ cannot be added to the forest without creating
a cycle, and the edge is discarded. Otherwise, the two vertices belong to different
trees. In this case, line 7 adds the edge .u; �/ to A, and line 8 merges the vertices
in the two trees.

93 / 184



Minimaler Spannbaum

Definition

Sei G = (V ,E ) ein zusammenhängender, ungerichteter Graph mit
Gewichtsfunktion w : E → R.

• Eine Teilmenge T ⊂ E der Kanten heißt Spannbaum (spanning
tree) von G , wenn (V ,T ) ein Baum ist.

• Ein Spannbaum T ist ein minimaler Spannbaum (minimum
spanning tree, MST), falls w(T ) ≤ w(T ′) für alle Spannbäume
T ′ von G .

Hierbei sei w(T ) =
∑

(u,v)∈T w(u, v) das Gewicht des
Spannbaums T .

23.1 Growing a minimum spanning tree 625
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Figure 23.1 A minimum spanning tree for a connected graph. The weights on edges are shown,
and the edges in a minimum spanning tree are shaded. The total weight of the tree shown is 37. This
minimum spanning tree is not unique: removing the edge .b; c/ and replacing it with the edge .a; h/

yields another spanning tree with weight 37.

to problems. For the minimum-spanning-tree problem, however, we can prove that
certain greedy strategies do yield a spanning tree with minimum weight. Although
you can read this chapter independently of Chapter 16, the greedy methods pre-
sented here are a classic application of the theoretical notions introduced there.

Section 23.1 introduces a “generic” minimum-spanning-tree method that grows
a spanning tree by adding one edge at a time. Section 23.2 gives two algorithms
that implement the generic method. The first algorithm, due to Kruskal, is similar
to the connected-components algorithm from Section 21.1. The second, due to
Prim, resembles Dijkstra’s shortest-paths algorithm (Section 24.3).

Because a tree is a type of graph, in order to be precise we must define a tree in
terms of not just its edges, but its vertices as well. Although this chapter focuses
on trees in terms of their edges, we shall operate with the understanding that the
vertices of a tree T are those that some edge of T is incident on.

23.1 Growing a minimum spanning tree

Assume that we have a connected, undirected graph G D .V; E/ with a weight
function w W E ! R, and we wish to find a minimum spanning tree for G. The
two algorithms we consider in this chapter use a greedy approach to the problem,
although they differ in how they apply this approach.

This greedy strategy is captured by the following generic method, which grows
the minimum spanning tree one edge at a time. The generic method manages a set
of edges A, maintaining the following loop invariant:

Prior to each iteration, A is a subset of some minimum spanning tree.

At each step, we determine an edge .u; �/ that we can add to A without violating
this invariant, in the sense that A[f.u; �/g is also a subset of a minimum spanning
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Berechnung eines minimalen Spannbaums

• Zuerst: Generischer Algorithmus

• Dann: Zwei Varianten
I Algorithmus von Prim
I Algorithmus von Kruskal

• Idee: Wir berechnen die Kantenmenge A des MST
I Initial A = ∅
I Kanten werden Schritt für Schritt hinzugefügt

• Invariante: A ist immer eine Teilmenge eines minimalen
Spannbaums
I Eine Kante (u, v) heißt sicher, falls auch A∪ (u, v) eine Teilmenge

eines minimalen Spannbaums ist
I Wir fügen nur sichere Kanten zu A hinzu
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Generischer Algorithmus (Pseudo-Code)

Generic-MST(G,w)
1: A← ∅
2: while A does not form a spanning tree
3: Find an edge (u, v) that is safe for A
4: A← A ∪ { (u, υ) }
5: return A

Korrektheit

• Induktionsanfang: A = ∅ erfüllt Invariante

• Induktionsschritt: Nur sichere Kanten hinzugefügt → A bleibt
Teilmenge eines MST

• Terminierung: A ist Spannbaum und alle Kanten in A sind
auch in einem MST → A ist MST

Aber: Welche Kanten sind sicher?

96 / 184



Schnitte (Cuts)

Definition

• Ein Schnitt (cut) (S ,V \ S) ist eine Partitionierung von V .

• Eine Kante (u, v) ∈ E kreuzt (crosses) Schnitt (S ,V \ S) falls
u ∈ S und v ∈ V \ S (oder umgekehrt).

• Eine Kantenmenge A ⊆ E respektiert einen Schnitt, falls keine
Kante in A den Schnitt kreuzt.

• Eine kreuzende Kante heißt leicht, falls ihr Gewicht minimal
unter allen kreuzenden Kanten ist.

23.1 Growing a minimum spanning tree 627
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Figure 23.2 Two ways of viewing a cut .S; V � S/ of the graph from Figure 23.1. (a) Black
vertices are in the set S , and white vertices are in V � S . The edges crossing the cut are those
connecting white vertices with black vertices. The edge .d; c/ is the unique light edge crossing the
cut. A subset A of the edges is shaded; note that the cut .S; V � S/ respects A, since no edge of A

crosses the cut. (b) The same graph with the vertices in the set S on the left and the vertices in the
set V � S on the right. An edge crosses the cut if it connects a vertex on the left with a vertex on the
right.

Proof Let T be a minimum spanning tree that includes A, and assume that T

does not contain the light edge .u; �/, since if it does, we are done. We shall
construct another minimum spanning tree T 0 that includes A [ f.u; �/g by using a
cut-and-paste technique, thereby showing that .u; �/ is a safe edge for A.

The edge .u; �/ forms a cycle with the edges on the simple path p from u

to � in T , as Figure 23.3 illustrates. Since u and � are on opposite sides of the
cut .S; V � S/, at least one edge in T lies on the simple path p and also crosses
the cut. Let .x; y/ be any such edge. The edge .x; y/ is not in A, because the cut
respects A. Since .x; y/ is on the unique simple path from u to � in T , remov-
ing .x; y/ breaks T into two components. Adding .u; �/ reconnects them to form
a new spanning tree T 0 D T � f.x; y/g [ f.u; �/g.

We next show that T 0 is a minimum spanning tree. Since .u; �/ is a light edge
crossing .S; V �S/ and .x; y/ also crosses this cut, w.u; �/ � w.x; y/. Therefore,

w.T 0/ D w.T / � w.x; y/Cw.u; �/

� w.T / :

97 / 184



Bestimmung von sicheren Kanten (1)

Theorem

Sei A ⊆ E in einem minimalen Spannbaum für G enthalten. Sei
(S ,V \ S) ein Schnitt von G, der A respektiert und (u, v) eine
leichte, kreuzende Kante. Dann ist (u, v) sicher für A.

Beweis.

• Sei T ein MST der A enthält

• Sei (u, v) 6∈ T (sonst: Behauptung gilt)

• Hinzufügen von (u, v) zu T erzeugt einen Zyklus

• Da u und v auf gegenüberliegenden Seiten liegen, gibt es
mindestens eines Kante (x , y) ∈ T auf dem Pfad von u nach v ,
die den Schnitt ebenso kreuzt

98 / 184



Bestimmung von sicheren Kanten (2)

Lecture Notes for Chapter 23: Minimum Spanning Trees 23-3

� A cut .S; V � S/ is a partition of vertices into disjoint setsV andS � V .
� Edge.u; �/ 2 E crossescut .S; V � S/ if one endpoint is inS and the other is

in V � S .
� A cut respectsA if and only if no edge inA crosses the cut.
� An edge is alight edgecrossing a cut if and only if its weight is minimum over

all edges crossing the cut. For a given cut, there can be> 1 light edge crossing
it.

Theorem
Let A be a subset of some MST,.S; V � S/ be a cut that respectsA, and.u; �/ be
a light edge crossing.S; V � S/. Then.u; �/ is safe forA.

Proof Let T be an MST that includesA.

If T contains.u; �/, done.

So now assume thatT does not contain.u; �/. We’ll construct a different MSTT 0

that includesA[ f.u; �/g.
Recall: a tree has unique path between each pair of vertices.SinceT is an MST, it
contains a unique pathp betweenu and�. Pathp must cross the cut.S; V � S/

at least once. Let.x; y/ be an edge ofp that crosses the cut. From how we
chose.u; �/, must havew.u; �/ � w.x; y/.

u

v
y

x

S

V–S

[Except for the dashed edge.u; �/, all edges shown are inT . A is some subset of
the edges ofT , butA cannot contain any edges that cross the cut.S; V �S/, since
this cut respectsA. Shaded edges are the pathp.]

Since the cut respectsA, edge.x; y/ is not inA.

To form T 0 from T :

� Remove.x; y/. BreaksT into two components.
� Add .u; �/. Reconnects.
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Bestimmung von sicheren Kanten (3)

• Das Entfernen von (x , y) zerlegt T in zwei
Zusammenhangskomponenten

• Hinzufügen von (u, v) verbindet diese Komponenten
→ Spannbaum T ′ = T \ { (x , y) } ∪ { (u, v) }
• T ′ ist (auch) ein minimaler Spannbaum, denn

I (u, v) ist leicht für Schnitt (S ,V − S)
I (x , y) kreuzt Schnitt (S ,V − S)
I Somit w(u, v) ≤ w(x , y)
I Somit w(T ′) = w(T )− w(x , y) + w(u, v) ≤ w(T )

• (u, v) ist sicher da (u, v) ∈ T ′ und A ∪ { (u, v) } ⊆ T ′

Algorithmische Fragen

• Welchen Schnitt wählen wir?

• Wie finden wir schnell eine leichte Kante?
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Algorithmus von Kruskal

Korollar

Sei A ⊆ E eine Teilmenge eines minimalen Spannbaums. Sei
C = (VC ,EC ) eine Zusammenhangskomponente im Wald
GA = (V ,A) und (u, v) eine leichte Kante, die C mit einer anderen
Zusammenhangskomponente verbindet. Dann ist (u, v) sicher für
A.

Beweis.

• (u, v) kreuzt den Schnitt (VC ,V \ VC )

• Korrektheit folgt aus Theorem mit S = VC

Dieses Korollar führt zum Algorithmus von Kruskal.
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Algorithmus von Kruskal (Pseudo-Code)

MST-Kruskal(G ,w)
1: A← ∅
2: for each vertex v ∈ G .V
3: Make-Set(v)

4: Sort the edges of E by nondecreasing weight w
5: for each edge (u, v) ∈ G .E in non-decreasing order by weight
6: if Find-Set(u) 6= Find-Set(v)
7: A← A ∪ { (u, v) }
8: Union(u, v)

9: return A
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Figure 23.4 The execution of Kruskal’s algorithm on the graph from Figure 23.1. Shaded edges
belong to the forest A being grown. The algorithm considers each edge in sorted order by weight.
An arrow points to the edge under consideration at each step of the algorithm. If the edge joins two
distinct trees in the forest, it is added to the forest, thereby merging the two trees.

checks, for each edge .u; �/, whether the endpoints u and � belong to the same
tree. If they do, then the edge .u; �/ cannot be added to the forest without creating
a cycle, and the edge is discarded. Otherwise, the two vertices belong to different
trees. In this case, line 7 adds the edge .u; �/ to A, and line 8 merges the vertices
in the two trees.

• 1, (g , h): sicher

• 2, (c , i): sicher

• 2, (f , g): sicher

• 4, (a, b): sicher

• 4, (c , f )

• 6, (i , g)

• 7, (c , d)

• 7, (h, i)

• 8, (a, h)

• 8, (b, c)

• 9, (d , e)

• 10, (e, f )

• 11, (b, h)

• 14, (d , f )
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Figure 23.4 The execution of Kruskal’s algorithm on the graph from Figure 23.1. Shaded edges
belong to the forest A being grown. The algorithm considers each edge in sorted order by weight.
An arrow points to the edge under consideration at each step of the algorithm. If the edge joins two
distinct trees in the forest, it is added to the forest, thereby merging the two trees.

checks, for each edge .u; �/, whether the endpoints u and � belong to the same
tree. If they do, then the edge .u; �/ cannot be added to the forest without creating
a cycle, and the edge is discarded. Otherwise, the two vertices belong to different
trees. In this case, line 7 adds the edge .u; �/ to A, and line 8 merges the vertices
in the two trees.

• 1, (g , h): sicher

• 2, (c , i): sicher

• 2, (f , g): sicher

• 4, (a, b): sicher

• 4, (c , f ): sicher

• 6, (i , g): ablehnen

• 7, (c , d): sicher

• 7, (h, i): ablehnen

• 8, (a, h)

• 8, (b, c)

• 9, (d , e)

• 10, (e, f )

• 11, (b, h)

• 14, (d , f )
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Figure 23.4, continued Further steps in the execution of Kruskal’s algorithm.

The running time of Kruskal’s algorithm for a graph G D .V; E/ depends
on how we implement the disjoint-set data structure. We assume that we use
the disjoint-set-forest implementation of Section 21.3 with the union-by-rank and
path-compression heuristics, since it is the asymptotically fastest implementation
known. Initializing the set A in line 1 takes O.1/ time, and the time to sort the
edges in line 4 is O.E lg E/. (We will account for the cost of the jV j MAKE-SET

operations in the for loop of lines 2–3 in a moment.) The for loop of lines 5–8
performs O.E/ FIND-SET and UNION operations on the disjoint-set forest. Along
with the jV j MAKE-SET operations, these take a total of O..V CE/ ˛.V // time,
where ˛ is the very slowly growing function defined in Section 21.4. Because we
assume that G is connected, we have jEj � jV j � 1, and so the disjoint-set opera-
tions take O.E˛.V // time. Moreover, since ˛.jV j/ D O.lg V / D O.lg E/, the to-
tal running time of Kruskal’s algorithm is O.E lg E/. Observing that jEj < jV j2,
we have lg jEj D O.lg V /, and so we can restate the running time of Kruskal’s
algorithm as O.E lg V /.

• 1, (g , h): sicher

• 2, (c , i): sicher

• 2, (f , g): sicher

• 4, (a, b): sicher

• 4, (c , f ): sicher

• 6, (i , g): ablehnen

• 7, (c , d): sicher

• 7, (h, i): ablehnen

• 8, (a, h): sicher

• 8, (b, c): ablehnen

• 9, (d , e): sicher

• 10, (e, f ): ablehnen

• 11, (b, h)

• 14, (d , f )
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Figure 23.4, continued Further steps in the execution of Kruskal’s algorithm.

The running time of Kruskal’s algorithm for a graph G D .V; E/ depends
on how we implement the disjoint-set data structure. We assume that we use
the disjoint-set-forest implementation of Section 21.3 with the union-by-rank and
path-compression heuristics, since it is the asymptotically fastest implementation
known. Initializing the set A in line 1 takes O.1/ time, and the time to sort the
edges in line 4 is O.E lg E/. (We will account for the cost of the jV j MAKE-SET

operations in the for loop of lines 2–3 in a moment.) The for loop of lines 5–8
performs O.E/ FIND-SET and UNION operations on the disjoint-set forest. Along
with the jV j MAKE-SET operations, these take a total of O..V CE/ ˛.V // time,
where ˛ is the very slowly growing function defined in Section 21.4. Because we
assume that G is connected, we have jEj � jV j � 1, and so the disjoint-set opera-
tions take O.E˛.V // time. Moreover, since ˛.jV j/ D O.lg V / D O.lg E/, the to-
tal running time of Kruskal’s algorithm is O.E lg E/. Observing that jEj < jV j2,
we have lg jEj D O.lg V /, and so we can restate the running time of Kruskal’s
algorithm as O.E lg V /.

• 1, (g , h): sicher

• 2, (c , i): sicher

• 2, (f , g): sicher

• 4, (a, b): sicher

• 4, (c , f ): sicher

• 6, (i , g): ablehnen

• 7, (c , d): sicher

• 7, (h, i): ablehnen

• 8, (a, h): sicher

• 8, (b, c): ablehnen

• 9, (d , e): sicher

• 10, (e, f ): ablehnen

• 11, (b, h): ablehnen

• 14, (d , f ): ablehnen
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Laufzeit des Algorithmus von Kruskal

• Initialisierung (Z. 1): O(1)

• Erste Schleife (Z. 2–3):

• Sortieren (Z. 4): O(E log E )
• Union-Find (Z. 2–4, Z. 5-8)

I O(V ) Make-Set-Operationen
I O(E ) Find-Set-Operationen
I O(V ) Union-Operationen
I Da G verbunden gilt |E | ≥ |V | − 1 und somit V = O(E )
I Also O(E ) Operationen gesamt
I Bestmögliche Laufzeit O(Eα(V )), erreicht durch Wald mit Path

Compression und Union by Rank

• Es gilt α(|V |) = O(logV ) = O(log E )

• Zusammen: O(E log E )

• Alternativ O(E logV ), denn |E | ≤ |V |2 und somit
log|E | = O(logV )

• Bemerke: Wenn Kanten schon sortiert, dann O(Eα(V )),
d.h. fast lineare Laufzeit
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Algorithmus von Prim (1)

• Startet bei einer beliebigen Knoten und erstellt Baum A mit
Wurzel r
• Fügt in jedem Schritt ein Kante hinzu, so dass ein bisher noch

nicht erreichbarer Knoten dann von r erreicht wird

23-6 Lecture Notes for Chapter 23: Minimum Spanning Trees

� Therefore,O.E lg V / time. (If edges are already sorted,O.E ˛.V //, which is
almost linear.)

Prim’s algorithm

� Builds one tree, soA is always a tree.
� Starts from an arbitrary “root”r .
� At each step, find a light edge crossing cut.VA; V � VA/, whereVA D vertices

thatA is incident on. Add this edge toA.

light edge

VA

[Edges ofA are shaded.]

How to find the light edge quickly?

Use a priority queueQ:

� Each object is a vertex inV � VA.
� Key of � is minimum weight of any edge.u; �/, whereu 2 VA.
� Then the vertex returned by EXTRACT-M IN is � such that there existsu 2 VA

and.u; �/ is light edge crossing.VA; V � VA/.
� Key of � is1 if � is not adjacent to any vertices inVA.

The edges ofA will form a rooted tree with rootr :

� r is given as an input to the algorithm, but it can be any vertex.
� Each vertex knows its parent in the tree by the attribute�:� D parent of�.

�:� D NIL if � D r or � has no parent.
� As algorithm progresses,A D f.�; �:�/ W � 2 V � frg �Qg.
� At termination,VA D V )Q D ;, so MST isA D f.�; �:�/ W � 2 V � frgg.
[The pseudocode that follows differs from the book in that itexplicitly callsINSERT

and DECREASE-KEY to operate onQ.]
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Algorithmus von Prim (2)

Wie können wir die leichte Kante schnell finden?

• Sei VA die Menge der schon erreichten Knoten

• Alle anderen Knoten V \ VA in einer Prioritätswarteschlange Q
verwaltet

• Für v ∈ Q ist Schlüssel v .key das minimales Gewicht einer
Kante (u, v) mit u ∈ VA

I v .key =∞ falls keine solche Kante existiert
I Wir wählen immer die leichteste Kante → Sicher

• A wird implizit über Vorgängerzeiger v .π gehalten

A = { (v , v .π) | v ∈ V \ { r } \ Q }
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Algorithmus von Prim (Pseudo-Code)

MST-Prim(G ,w , r)
1: Q ← ∅
2: for each vertex u ∈ G .V
3: u.key ←∞
4: u.π = nil
5: Insert(Q, u)

6: Decrease-Key(Q, r , 0) // r .key ← 0
7: while Q 6= ∅
8: u ← Extract-Min(Q)
9: for each vertex v ∈ G .Adj [u]

10: if v ∈ Q and w(u, v) < v .key
11: v .π = u
12: Decrease-Key(Q, v ,w(u, v))

// v .key ← w(u, v)
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Figure 23.5 The execution of Prim’s algorithm on the graph from Figure 23.1. The root vertex
is a. Shaded edges are in the tree being grown, and black vertices are in the tree. At each step of
the algorithm, the vertices in the tree determine a cut of the graph, and a light edge crossing the cut
is added to the tree. In the second step, for example, the algorithm has a choice of adding either
edge .b; c/ or edge .a; h/ to the tree since both are light edges crossing the cut.
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Figure 23.5 The execution of Prim’s algorithm on the graph from Figure 23.1. The root vertex
is a. Shaded edges are in the tree being grown, and black vertices are in the tree. At each step of
the algorithm, the vertices in the tree determine a cut of the graph, and a light edge crossing the cut
is added to the tree. In the second step, for example, the algorithm has a choice of adding either
edge .b; c/ or edge .a; h/ to the tree since both are light edges crossing the cut.
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Laufzeit des Algorithmus von Prim

• Laufzeit hängt von Implementierung der Prioritätswarteschlange
ab

• Mit binärem Heap
I Decrease-Key kann in O(logV ) umgesetzt werden (Übung)
I Initialisierung (Z. 1–5): O(V logV )
I Decrease-Key von r : O(logV )
I |V | Extract-Min-Operationen in while-Schleife: O(V logV )
I ≤ |E | Decrease-Key-Operationen in for-Schleife: O(E logV )
I Gesamt: O(E logV )

• Mit Fibonacci-Heaps (hier nicht behandelt)
I Decrease-Key in O(1) amortisierter Zeit
I ≤ |E | Decrease-Key-Operationen in while-Schleife: O(E )
I Gesamt: O(V logV + E )
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Kürzeste Pfade

• Kürzeste Pfade oft benötigt; z.B.
I Kürzeste (oder schnellste) Reiseroute von A nach B
I Route von Laptop zu Webserver im Internet mit minimaler Latenz
I Minimale Anzahl von Zügen zur Lösung eines Zauberwürfels

• Gegeben: Gerichteter Graph G = (V ,E ) und w : E → R
• Gewicht (auch: Länge) des Pfades p = 〈v0, . . . , vk〉:

w(p) =
∑k

i=1 w(vi−1, vi )
I Gewicht akkumuliert sich linear entlang eines Pfades
I Soll minimiert werden
I Zeit, Kosten, Entfernung, Verluste, Züge, . . .

• Gewicht des kürzesten Pfades von u nach v

δ(u, v) =

{
min{w(p) | u p

 v } falls u, v verbunden

∞ sonst

• Kürzester Pfad ist Pfad mit diesem Gewicht (d.h.,
w(p) = δ(u, v))
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Figure 24.2 (a) A weighted, directed graph with shortest-path weights from source s. (b) The
shaded edges form a shortest-paths tree rooted at the source s. (c) Another shortest-paths tree with
the same root.

Shortest paths are not necessarily unique, and neither are shortest-paths trees. For
example, Figure 24.2 shows a weighted, directed graph and two shortest-paths trees
with the same root.

Relaxation

The algorithms in this chapter use the technique of relaxation. For each vertex
� 2 V , we maintain an attribute �:d, which is an upper bound on the weight of
a shortest path from source s to �. We call �:d a shortest-path estimate. We
initialize the shortest-path estimates and predecessors by the following ‚.V /-time
procedure:

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE.G; s/

1 for each vertex � 2 G:V
2 �:d D 1
3 �:� D NIL

4 s:d D 0

After initialization, we have �:� D NIL for all � 2 V , s:d D 0, and �:d D 1 for
� 2 V � fsg.

The process of relaxing an edge .u; �/ consists of testing whether we can im-
prove the shortest path to � found so far by going through u and, if so, updat-
ing �:d and �:� . A relaxation step1 may decrease the value of the shortest-path

1

The use of the term is historical. The outcome of a relaxation step can be viewed as a relaxation
of the constraint �:d � u:d C w.u; �/, which, by the triangle inequality (Lemma 24.10), must be
satisfied if u:d D ı.s; u/ and �:d D ı.s; �/. That is, if �:d � u:d C w.u; �/, there is no “pressure”

It may seem strange that the term “relaxation” is used for an operation that tightens an upper bound.

so the constraint is “relaxed.”to satisfy this constraint,
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Figure 24.2 (a) A weighted, directed graph with shortest-path weights from source s. (b) The
shaded edges form a shortest-paths tree rooted at the source s. (c) Another shortest-paths tree with
the same root.

Shortest paths are not necessarily unique, and neither are shortest-paths trees. For
example, Figure 24.2 shows a weighted, directed graph and two shortest-paths trees
with the same root.

Relaxation

The algorithms in this chapter use the technique of relaxation. For each vertex
� 2 V , we maintain an attribute �:d, which is an upper bound on the weight of
a shortest path from source s to �. We call �:d a shortest-path estimate. We
initialize the shortest-path estimates and predecessors by the following ‚.V /-time
procedure:

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE.G; s/

1 for each vertex � 2 G:V
2 �:d D 1
3 �:� D NIL

4 s:d D 0

After initialization, we have �:� D NIL for all � 2 V , s:d D 0, and �:d D 1 for
� 2 V � fsg.

The process of relaxing an edge .u; �/ consists of testing whether we can im-
prove the shortest path to � found so far by going through u and, if so, updat-
ing �:d and �:� . A relaxation step1 may decrease the value of the shortest-path

1

The use of the term is historical. The outcome of a relaxation step can be viewed as a relaxation
of the constraint �:d � u:d C w.u; �/, which, by the triangle inequality (Lemma 24.10), must be
satisfied if u:d D ı.s; u/ and �:d D ı.s; �/. That is, if �:d � u:d C w.u; �/, there is no “pressure”

It may seem strange that the term “relaxation” is used for an operation that tightens an upper bound.

so the constraint is “relaxed.”to satisfy this constraint,

• Kürzeste Pfade sind nicht eindeutig

• Kürzeste-Pfade-Baum (auch: Kürzeste-Wege-Baum) Gπ
ähnlich Breitensuchebaum
I Aber: Gewichte anstatt Anzahl Kanten
I Ablage eines kürzesten Pfades von s zu jedem Knoten in O(V )

Speicherplatz
I Repräsentiert mit Hilfe von Vorgängerattribut π für jeden Knoten
I Einfacher Pfad von Wurzel s nach v in Gπ entspricht kürzestem

Pfad von s nach v in G
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Varianten

• Single-source (SSSP)
I Berechne kürzesten Pfad von Startknoten s ∈ V zu jedem

Knoten v ∈ V
I Ausgabe ist Kürzeste-Pfade-Baum

• Single-destination (SDSP)
I Berechne kürzesten Pfad von jedem Knoten v ∈ V zu einem

Zielknoten t ∈ V
I Äquivalent SSSP auf GT mit s = t

• Single-pair (SPSP)
I Berechne kürzesten Pfad von s ∈ V nach t ∈ V
I Im Allgemeinen kein Algorithmus im Worst Case besser als SSSP

• All-pairs (APSP)
I Berechne kürzesten Pfad von u nach v für alle u, v ∈ V
I Naiv: |V | SSSP-Probleme; kann aber besser gelöst werden
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Negative Kantengewichte (1)

• Negative Kantengewichte treten in einigen Anwendungen auf
• Beispiel: Währungen umtauschen

I Knoten = Währungen, Kanten = Wechselkurs
I Pfad 〈v0, v1, . . . , vk〉 entspricht Sequenz von Währungstauschen
I Resultierender Wechselkurs ist Produkt der Kantengewichte
I Ziel: Maximierung des Wechselkurs bzw. Arbitrage
I Äquivalent: Summe der negativen Logarithmen der

Kantengewichte minimieren
→ Das ist ein Kürzeste-Pfade-Problem
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Negative Kantengewichte (2)

• Durch negative Kantengewichten können kürzere Pfade durch
“Umwege” entstehen
• Negative Gewichte kein Problem solange von s kein Zyklus mit

negativen Gewicht erreicht wird
I Sonst: Zyklus kann wiederholt durchlaufen werden um beliebig

kurze Pfade zu erzeugen
I Dann setzen wir δ(s, v) = −∞; es existiert kein kürzester Pfad

• Nicht von allen Algorithmen unterstützt (z.B. Dijkstra: nur
nicht-negative Kantengewichte)
646 Chapter 24 Single-Source Shortest Paths
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Figure 24.1 Negative edge weights in a directed graph. The shortest-path weight from source s

appears within each vertex. Because vertices e and f form a negative-weight cycle reachable from s,
they have shortest-path weights of �1. Because vertex g is reachable from a vertex whose shortest-
path weight is �1, it, too, has a shortest-path weight of �1. Vertices such as h, i , and j are not
reachable from s, and so their shortest-path weights are1, even though they lie on a negative-weight
cycle.

Some shortest-paths algorithms, such as Dijkstra’s algorithm, assume that all
edge weights in the input graph are nonnegative, as in the road-map example. Oth-
ers, such as the Bellman-Ford algorithm, allow negative-weight edges in the in-
put graph and produce a correct answer as long as no negative-weight cycles are
reachable from the source. Typically, if there is such a negative-weight cycle, the
algorithm can detect and report its existence.

Cycles

Can a shortest path contain a cycle? As we have just seen, it cannot contain a
negative-weight cycle. Nor can it contain a positive-weight cycle, since remov-
ing the cycle from the path produces a path with the same source and destination
vertices and a lower path weight. That is, if p D h�0; �1; : : : ; �ki is a path and
c D h�i ; �iC1; : : : ; �j i is a positive-weight cycle on this path (so that �i D �j and
w.c/ > 0), then the path p0 D h�0; �1; : : : ; �i ; �j C1; �j C2; : : : ; �ki has weight
w.p0/ D w.p/� w.c/ < w.p/, and so p cannot be a shortest path from �0 to �k.

That leaves only 0-weight cycles. We can remove a 0-weight cycle from any
path to produce another path whose weight is the same. Thus, if there is a shortest
path from a source vertex s to a destination vertex � that contains a 0-weight cycle,
then there is another shortest path from s to � without this cycle. As long as a
shortest path has 0-weight cycles, we can repeatedly remove these cycles from the
path until we have a shortest path that is cycle-free. Therefore, without loss of
generality we can assume that when we are finding shortest paths, they have no
cycles, i.e., they are simple paths. Since any acyclic path in a graph G D .V; E/

119 / 184



Optimalitätsprinzip

Lemma (Optimalitätsprinzip)

Falls p = 〈v1, . . . , vk〉 ein kürzester Pfad von v1 nach vk ist, so ist
jeder Pfad pij = 〈vi , . . . , vj〉 mit 1 ≤ i ≤ j ≤ k ein kürzester Pfad
von vi nach vj .

Beweis.

• Sei q = 〈vi , . . . , vj〉 kürzer als pij

• Dann ist p′ = 〈v1, . . . , vi−1, q, vi+1, . . . , vk〉 kürzer als p
→ Widerspruch
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Kreisfreiheit

Lemma (Kreisfreiheit)

Sei von s kein Kreis mit negativen Gewicht erreichbar. Dann
existiert für alle v ∈ V ein einfacher (d.h. kreisfreier) kürzester
Pfad von s nach v.

Beweis.

• Sei p ein kürzester Pfad von s nach v

• Wenn p kreisfrei, folgt das Lemma

• Sonst hat Kreis nicht-negatives Gewicht nach Annahme
→ Kann gestrichen werden

• Wiederholen bis p kreisfrei

Bemerke: Ein einfacher kürzester Pfad hat höchstens |V | − 1
Kanten
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Knotenattribute

Initialize-Single-Source(G , s)
1: for each vertex v ∈ G .V
2: v .d ←∞
3: v .π ← nil
4: s.d ← 0

Nach Abarbeitung eines SSSP-Algorithmus mit Startknoten s gilt
für jeden Knoten v ∈ V

• v .d = δ(s, v)
I Initial v .d =∞
I Wird ggf. während Ausführung erniedrigt, aber immer:

v .d ≥ δ(s, v)
I Während Ausführung ist v .d ist Schätzung der Pfadlänge

• v .π ist Vorgänger von v auf kürzesten Weg von s nach v
I Falls kein Vorgänger: v .π = nil
I Vorgängergraph von π ist Kürzeste-Pfade-Baum
I Das ist möglich durch Optimalitätsprinzip und Kreisfreiheit
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Relaxation

Relax(u, v ,w) // (u, v) ∈ E
1: if v .d > u.d + w(u, v)
2: v .d ← u.d + w(u, v)
3: v .π ← u

• Überprüft, ob momentane Schätzung für v verbessert werden,
indem wir von s nach u gehen und dann Kante (u, v) folgen
• Falls ja → Bessere Schätzung (und Vorgänger) merken
• O(1) Laufzeit
• Wir betrachten Algorithmen, die wiederholt relaxieren

Chapter 24 Single-Source Shortest Paths 649
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Figure 24.3 Relaxing an edge .u; �/ with weight w.u; �/ D 2. The shortest-path estimate of each
vertex appears within the vertex. (a) Because �:d > u:d C w.u; �/ prior to relaxation, the value
of �:d decreases. (b) Here, �:d � u:dCw.u; �/ before relaxing the edge, and so the relaxation step
leaves �:d unchanged.

estimate �:d and update �’s predecessor attribute �:� . The following code per-
forms a relaxation step on edge .u; �/ in O.1/ time:

RELAX.u; �; w/

1 if �:d > u:dCw.u; �/

2 �:d D u:d Cw.u; �/

3 �:� D u

Figure 24.3 shows two examples of relaxing an edge, one in which a shortest-path
estimate decreases and one in which no estimate changes.

Each algorithm in this chapter calls INITIALIZE-SINGLE-SOURCE and then re-
peatedly relaxes edges. Moreover, relaxation is the only means by which shortest-
path estimates and predecessors change. The algorithms in this chapter differ in
how many times they relax each edge and the order in which they relax edges. Dijk-
stra’s algorithm and the shortest-paths algorithm for directed acyclic graphs relax
each edge exactly once. The Bellman-Ford algorithm relaxes each edge jV j � 1

times.

Properties of shortest paths and relaxation

To prove the algorithms in this chapter correct, we shall appeal to several prop-
erties of shortest paths and relaxation. We state these properties here, and Sec-
tion 24.5 proves them formally. For your reference, each property stated here in-
cludes the appropriate lemma or corollary number from Section 24.5. The latter
five of these properties, which refer to shortest-path estimates or the predecessor
subgraph, implicitly assume that the graph is initialized with a call to INITIALIZE-
SINGLE-SOURCE.G; s/ and that the only way that shortest-path estimates and the
predecessor subgraph change are by some sequence of relaxation steps.
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Eigenschaften der Relaxation (1)

Wir rufen Initialize-Single-Source einmal auf, gefolgt von
beliebigen Relaxationen. Welche Eigenschaften gelten dann für v .d
und v .π?

Lemma (Dreiecksungleichung)

Sei s ∈ V ein Startknoten. Für alle Kanten (u, v) ∈ E gilt

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(u, v).

Beweis.

• Wenn u nicht von s erreichbar, δ(s, u) =∞ → OK

• Sonst: Kürzester Pfad von s nach v kann nicht länger sein als
kürzester Pfad von s nach u, gefolgt von Kante (u, v)
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Eigenschaften der Relaxation (2)

Lemma (F125, Obere Schranke)

Es gilt immer v .d ≥ δ(s, v). Sobald v .d = δ(s, v), ändert sich es
nicht mehr.

Beweis.

• Gilt anfangs
• Sei v ∈ V erster Knoten für den v .d < δ(s, v) gesetzt wurde
• Sei u der Knoten durch den dies veranlasst wurde (durch
Relax(u, v ,w))
• Dann gilt v .d = u.d + w(u, v) und außerdem

v .d < δ(s, v)

≤ δ(s, u) + w(u, v) (Dreiecksungleichung)

≤ u.d + w(u, v) (v ist erste Verletzung)

• Somit v .d < u.d + w(u, v) → Widerspruch
• Ändert sich nicht mehr, da v .d ≥ δ(s, v) und Relaxationen v .d

nicht erhöhen
125 / 184



Eigenschaften der Relaxation (3)

Lemma (Konvergenz)

Wenn s  u → v ein kürzester Pfad ist, u.d = δ(s, u) und wir
Relax(u, v ,w) aufrufen, dann gilt anschließend v .d = δ(s, v).

Beweis.

• Nach jeder Relaxation gilt v .d ≤ u.d + w(u, v)

• Somit v .d ≤ u.d + w(u, v) = δ(s, u) + w(u, v) = δ(s, v)

• Da v .d ≥ δ(s, v) folgt v .d = δ(s, v)
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Eigenschaften der Relaxation (4)

Lemma (Pfadrelaxation)

Sei p = 〈v0, v1, . . . , vk〉 ein kürzester Pfad von s = v0 zu vk . Wenn
die Kanten (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk) in dieser Reihenfolge
relaxiert werden, dann gilt anschließend vk .d = δ(s, v). Dies gilt
auch wenn zwischendurch beliebige andere Relaxationen
vorgenommen werden.

Beweis.

• Per Induktion: vi .d = δ(s, vi ) nach Relaxation der Kanten bis
(vi−1, vi )

• Induktionsanfang: v0.d = s.d = 0 = δ(s, v0)

• Induktionsschritt
I Sei vi−1.d = δ(s, vi−1)
I Relaxiere Kante (vi−1, vi )
I Dann nach Konvergenz vi .d = δ(s, vi )
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Eigenschaften der Relaxation (5)

Enthalte G keine negativen Zyklen, die von s erreichbar sind.

Lemma (Baumeigenschaft)

Direkt nach Initialize-Single-Source(G , s) ist Gπ ein Baum
mit Wurzel s. Diese Eigenschaft ist invariant gegenüber
Relax-Aufrufen.

Lemma (F128, Kürzeste-Wege-Baum)

Gilt nach eine Folge von Relax-Aufrufen v .d = δ(s, v) für alle
v ∈ V , dann ist Gπ ein Kürzester-Pfade-Baum mit Wurzel s.
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Bellman-Ford-Algorithmus

Bellman-Ford(G ,w , s)
1: Initialize-Single-Source(G , s)
2: for i ← 1 to |G .V | − 1
3: for each edge (u, v) ∈ G .E
4: Relax(u, v ,w)

5: for each edge (u, v) ∈ G .E
6: if v .d > u.d + w(u, v)
7: return false
8: return true

• Negative Kantengewichte erlaubt

• Liefert true, falls kein Kreis mit negativen Gewicht von s
erreichbar; sonst false

• Falls true, berechnet Kürzeste-Wege-Baum

• Laufzeit: O(VE )
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• Konvergenzgeschwindigkeit hängt von Kantenreihenfolge ab

• Ohne Negativzyklen: keine Änderungen mehr nach |V | − 1
Iterationen
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Korrektheit (1)

Lemma (F131)

Falls G keinen von s aus erreichbaren Zyklus mit negativem
Gewicht enthält, so gilt nach Terminierung von Bellman-Ford
v .d = δ(s, v) für v ∈ V .

Beweis.

• v von s nicht erreichbar, d.h. δ(s, v) =∞
→ Da v .d ≥ δ(s, v) obere Schranke (Lemma F125), gilt
v .d =∞
• Sonst sei p = 〈v0, . . . , vk〉 einfacher kürzester Pfad von s = v0

zu v = vk
• Da p kreisfrei, gilt k ≤ |V | − 1
• Jede Kante in p wird in jeder Iteration relaxiert; insbesondere

I Kante (v0, v1) in 1. Iteration
I Kante (v1, v2) in 2. Iteration
I Kante (vk−1, vk) in k-ter Iteration

• Kanten von p werden also ihrer Reihenfolge nach relaxiert
→ Pfadrelaxationseigenschaft garantiert vk .d = δ(s, v) 131 / 184



Korrektheit (2)

Theorem

Falls G keinen von s aus erreichbaren Zyklus mit negativem
Gewicht enthält, so gibt Bellman-Ford true zurück,
andernfalls false. Im ersten Fall gilt zusätzlich v .d = δ(s, v) für
alle v ∈ V und Gπ ist ein Kürzeste-Pfade-Baum mit Wurzel s.

Beweis.
Fall 1: G enthält keinen Zyklus mit negativen Gewicht

• v .d = δ(s, v) nach Lemma F131

• Gπ ist Kürzeste-Pfade-Baum nach Lemma F128

• Algorithmus liefert true da zum Terminierungszeitpunkt

v .d = δ(s, v)

≤ δ(s, u) + w(u, v) (Dreiecksungleichung)

= u.d + w(u, v),

sodass keine der Bedingungen in Z. 6 erfüllt ist
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Korrektheit (3)

Fall 2: G enthält einen von s aus erreichbaren Zyklus
c = 〈v0, . . . , vk〉 mit v0 = vk mit negativem Gewicht

• Dann w(c) =
∑k

i=1 w(vi−1, vi ) < 0

• Annahme für Widerspruch: Bellman-Ford gibt true zurück

• Dann gilt vi .d ≤ vi−1.d + w(vi−1, vi ) für i = 1, . . . , k

• Aufsummieren dieser Ungleichungen ergibt

k∑
i=1

vi .d ≤
k∑

i=1

vi−1.d +
k∑

i=1

w(vi−1, vi )

• Da vk = v0, gilt
∑k

i=1 vi .d =
∑k

i=1 vi−1.d und somit

0 ≤
k∑

i=1

w(vi−1, vi ) = w(c)

• Widerspruch zu w(c) < 0
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Algorithmus für DAGs

Für DAGs können wir einen effizienteren Algorithmus finden.

• Negative Zyklen können nicht auftreten
→ Kürzeste Pfade wohldefiniert

• Anwendungsbeispiel: Kritische Pfade in PERT-Diagrammen

• Laufzeit Θ(V + E )

DAG-Shortest-Paths(G ,w , s)
1: Initialize-Single-Source(G , s)
2: for each vertex u taken in topologically sorted order
3: for each vertex v ∈ G .Adj [u]
4: Relax(u, v ,w)
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Figure 24.5 The execution of the algorithm for shortest paths in a directed acyclic graph. The
vertices are topologically sorted from left to right. The source vertex is s. The d values appear
within the vertices, and shaded edges indicate the � values. (a) The situation before the first iteration
of the for loop of lines 3–5. (b)–(g) The situation after each iteration of the for loop of lines 3–5.
The newly blackened vertex in each iteration was used as u in that iteration. The values shown in
part (g) are the final values.

Theorem 24.5
If a weighted, directed graph G D .V; E/ has source vertex s and no cycles, then
at the termination of the DAG-SHORTEST-PATHS procedure, �:d D ı.s; �/ for all
vertices � 2 V , and the predecessor subgraph G� is a shortest-paths tree.

Proof We first show that �:d D ı.s; �/ for all vertices � 2 V at termina-
tion. If � is not reachable from s, then �:d D ı.s; �/ D 1 by the no-path
property. Now, suppose that � is reachable from s, so that there is a short-
est path p D h�0; �1; : : : ; �ki, where �0 D s and �k D �. Because we pro-
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Figure 24.5 The execution of the algorithm for shortest paths in a directed acyclic graph. The
vertices are topologically sorted from left to right. The source vertex is s. The d values appear
within the vertices, and shaded edges indicate the � values. (a) The situation before the first iteration
of the for loop of lines 3–5. (b)–(g) The situation after each iteration of the for loop of lines 3–5.
The newly blackened vertex in each iteration was used as u in that iteration. The values shown in
part (g) are the final values.

Theorem 24.5
If a weighted, directed graph G D .V; E/ has source vertex s and no cycles, then
at the termination of the DAG-SHORTEST-PATHS procedure, �:d D ı.s; �/ for all
vertices � 2 V , and the predecessor subgraph G� is a shortest-paths tree.

Proof We first show that �:d D ı.s; �/ for all vertices � 2 V at termina-
tion. If � is not reachable from s, then �:d D ı.s; �/ D 1 by the no-path
property. Now, suppose that � is reachable from s, so that there is a short-
est path p D h�0; �1; : : : ; �ki, where �0 D s and �k D �. Because we pro-
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Korrektheit

Theorem

Sei G ein DAG. Dann gilt nach Beendigung von
DAG-Shortest-Paths, dass v .d = δ(s, v) für alle v ∈ V und
Gπ ist ein Kürzeste-Pfade-Baum mit Wurzel s.

Beweis.

• Wie vorher: v von s nicht erreichbar → v .d = δ(s, v) =∞
• Sonst sei p = 〈v0, . . . , vk〉 ein kürzester Pfad mit v0 = s und

vk = v
• Da Knoten topologisch sortiert, werden diese Kanten in der

Reihenfolge

(v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk)

relaxiert
• v .d = δ(s, v) nach Pfadrelaxionseigenschaft (und da
v .d ≥ δ(s, v))
• Gπ ist Kürzeste-Pfade-Baum nach Lemma F128

137 / 184



Dijkstras Algorithmus

• Keine negativen Kantengewichte erlaubt

• Entspricht gewichteter Version der Breitensuche
I Verwendet Prioritätswarteschlange anstelle einer

FIFO-Warteschlange
I Schlüssel sind Abstände v .d

• Verwaltet zwei Schlüsselmengen
I S : Knoten u, für die δ(s, u) schon ermittelt
I Q: Prioritätswarteschlange mit Elementen V \ S

• Somit: In jedem Schritt wird Knoten aus Q gewählt, der “am
nächsten” zu s liegt
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Dijkstras Algorithmus (Pseudo-Code)

Dijkstra(G ,w , s)
1: Initialize-Single-Source(G , s)
2: S ← ∅
3: Q ← G .V
4: while Q 6= ∅
5: u ←Extract-Min(Q)
6: S ← S ∪ { u }
7: for each vertex v ∈ G .Adj [u]
8: Relax(u, v ,w)

• Wird Gewicht v .d während Relaxation reduziert, muss
Prioritätswarteschlange aktualisiert werden (mittels
Decrease-Key)
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Beispiel
24.3 Dijkstra’s algorithm 659
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Figure 24.6 The execution of Dijkstra’s algorithm. The source s is the leftmost vertex. The
shortest-path estimates appear within the vertices, and shaded edges indicate predecessor values.
Black vertices are in the set S , and white vertices are in the min-priority queue Q D V � S . (a) The
situation just before the first iteration of the while loop of lines 4–8. The shaded vertex has the mini-
mum d value and is chosen as vertex u in line 5. (b)–(f) The situation after each successive iteration
of the while loop. The shaded vertex in each part is chosen as vertex u in line 5 of the next iteration.
The d values and predecessors shown in part (f) are the final values.

and added to S exactly once, so that the while loop of lines 4–8 iterates exactly jV j
times.

Because Dijkstra’s algorithm always chooses the “lightest” or “closest” vertex
in V � S to add to set S , we say that it uses a greedy strategy. Chapter 16 explains
greedy strategies in detail, but you need not have read that chapter to understand
Dijkstra’s algorithm. Greedy strategies do not always yield optimal results in gen-
eral, but as the following theorem and its corollary show, Dijkstra’s algorithm does
indeed compute shortest paths. The key is to show that each time it adds a vertex u

to set S , we have u:d D ı.s; u/.

Theorem 24.6 (Correctness of Dijkstra’s algorithm)
Dijkstra’s algorithm, run on a weighted, directed graph G D .V; E/ with non-
negative weight function w and source s, terminates with u:d D ı.s; u/ for all
vertices u 2 V .
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Laufzeit

• Ohne Warten von Q: O(V + E )

• Warten von Q
I Initialisierung (Z. 3)
I |V | Extract-Min-Operationen (Z. 5)
I ≤ E Decrease-Key-Operationen (Z. 8)
I Laufzeit hängt von Implementierung der Warteschlange ab

• Q als Array: O(V 2 + E )

• Q als Heap: O((V + E ) logV )

• Q als Fibonacci Heap: O(V logV + E )
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Korrektheit (1)

Theorem

Enthalte G keinen von s aus erreichbaren Zyklus mit negativem
Gewicht. Dann gilt nach Beendigung von Dijkstra, dass
v .d = δ(s, v) für alle v ∈ V und Gπ ist ein Kürzeste-Pfade-Baum
mit Wurzel s.

Beweis.

• Invariante: Zu Beginn jeder Iteration der while-Schleife gilt
v .d = δ(s, v) für alle v ∈ S .

• Dadurch bei Terminierung
I Q = ∅ ⇒ S = V ⇒ v .d = δ(s, v) für alle v ∈ V
I Somit Gπ Kürzeste-Pfade-Baum nach Lemma F128

• Zu Zeigen: Invariante gilt
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Korrektheit (2)

• Invariante: Zu Beginn jeder Iteration der while-Schleife gilt
v .d = δ(s, v) für alle v ∈ S .

• Induktionsanfang
I S = ∅ initial, Invariante gilt trivial

• Induktionsschritt
I Für Widerspruch: Sei u erster Knoten für den u.d 6= δ(s, u) zum

Zeitpunkt des Hinzufügens von u zu S
I u 6= s, da s.d = 0 = δ(s, s) ⇒ S 6= ∅
I Es gibt einen Pfad s  u

I Sonst wäre δ(s, u) =∞
I Und da u.d ≥ δ(s, u) somit auch u.d =∞ = δ(s, u)

I Aber dann gibt es auch einen kürzesten Pfad s
p
 u
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Korrektheit (3)

• Sei y ∈ p erster Knoten mit y /∈ S und x dessen Vorgänger in p

Lecture Notes for Chapter 24: Single-Source Shortest Paths 24-9

Correctness

Loop invariant: At the start of each iteration of thewhile loop, �:d D
ı.s; �/ for all � 2 S .

Initialization: Initially, S D ;, so trivially true.

Termination: At end,Q D ;) S D V ) �:dD ı.s; �/ for all � 2 V .

Maintenance: Need to show thatu:d D ı.s; u/ whenu is added toS in each
iteration.

Suppose there existsu such thatu:d¤ ı.s; u/. Without loss of generality, letu
be the first vertex for whichu:d¤ ı.s; u/ whenu is added toS .

Observations:

� u ¤ s, sinces:d D ı.s; s/ D 0.
� Therefore,s 2 S , soS ¤ ;.
� There must be some paths ; u, since otherwiseu:d D ı.s; u/ D 1 by

no-path property.

So, there’s a paths ; u.

Then there’s a shortest paths
p
; u.

Just beforeu is added toS , pathp connects a vertex inS (i.e.,s) to a vertex in
V � S (i.e.,u).

Let y be first vertex alongp that’s inV � S , and letx 2 S bey’s predecessor.

y
p1

S
s

x
u

p2

Decomposep into s
p1
; x ! y

p2
; u. (Could havex D s or y D u, so thatp1

or p2 may have no edges.)

Claim
y:dD ı.s; y/ whenu is added toS .

Proof x 2 S andu is the first vertex such thatu:d ¤ ı.s; u/ whenu is added
to S ) x:dD ı.s; x/ whenx is added toS . Relaxed.x; y/ at that time, so by
the convergence property,y:dD ı.s; y/. (claim)

Now can get a contradiction tou:d¤ ı.s; u/:

y is on shortest paths ; u, and all edge weights are nonnegative
) ı.s; y/ � ı.s; u/)
y:d D ı.s; y/

� ı.s; u/

� u:d (upper-bound property) .

• p = s
p1 x → y

p2 u
• Dann: y .d = δ(s, y) wenn u zu S hinzugefügt wird

I x .d = δ(s, x) als x zu S hinzugefügt wurde (da u erste Verletzung)
I Dabei (x , y) relaxiert, somit y .d = δ(s, y) durch Konvergenz

• Es gilt δ(s, y) ≤ δ(s, u) da Kantengewichte nicht-negativ
• Zusammen: y .d = δ(s, y) ≤ δ(s, u) ≤ u.d nach Lemma F125
• Außerdem u.d ≤ y .d da u gewählt und u, y /∈ S
• Aber dann y .d = δ(s, y) = δ(s, u) = u.d
• Widerspruch zu u.d 6= δ(s, u)
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Alle kürzesten Pfade

Wir behandeln jetzt Algorithmen, die für alle Paare von Knoten
den kürzesten Pfad zwischen diesen Knoten findet (APSP).

• Gegeben: Gerichteter Graph G = (V ,E ) und w : E → R
I Knoten nummeriert von 1, 2, . . . , n mit n = |V |

• Gesucht
I n × n Entfernungsmatrix D sodass dij = δ(i , j)690 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths
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0 3 8 2 �4
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1 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 1 1 6 0

˘

L.3/ D

�
0 3 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2
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˘
L.4/ D

�
0 1 �3 2 �4
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8 5 1 6 0

˘
Figure 25.1 A directed graph and the sequence of matrices L.m/ computed by SLOW-ALL-PAIRS-
SHORTEST-PATHS. You might want to verify that L.5/, defined as L.4/ �W , equals L.4/, and thus
L.m/ D L.4/ for all m � 4.

tion (25.3) implies L.m/ D L.n�1/ for all integers m � n � 1. Just as tradi-
tional matrix multiplication is associative, so is matrix multiplication defined by
the EXTEND-SHORTEST-PATHS procedure (see Exercise 25.1-4). Therefore, we
can compute L.n�1/ with only dlg.n � 1/e matrix products by computing the se-
quence

L.1/ D W ;

L.2/ D W 2 D W �W ;

L.4/ D W 4 D W 2 �W 2

L.8/ D W 8 D W 4 �W 4 ;
:::

L.2dlg.n�1/e/ D W 2dlg.n�1/e D W 2dlg.n�1/e�1 �W 2dlg.n�1/e�1

:

Since 2dlg.n�1/e � n � 1, the final product L.2dlg.n�1/e/ is equal to L.n�1/.
The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.

D =

696 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths

D.0/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 1 �5 0 1
1 1 1 6 0

˘
….0/ D

�
NIL 1 1 NIL 1

NIL NIL NIL 2 2

NIL 3 NIL NIL NIL

4 NIL 4 NIL NIL

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.1/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 5 �5 0 �2

1 1 1 6 0

˘
….1/ D

�
NIL 1 1 NIL 1

NIL NIL NIL 2 2

NIL 3 NIL NIL NIL

4 1 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.2/ D

�
0 3 8 4 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 5 11

2 5 �5 0 �2

1 1 1 6 0

˘
….2/ D

�
NIL 1 1 2 1

NIL NIL NIL 2 2

NIL 3 NIL 2 2

4 1 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.3/ D

�
0 3 8 4 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

1 1 1 6 0

˘
….3/ D

�
NIL 1 1 2 1
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4 3 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.4/ D

�
0 3 �1 4 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
….4/ D

�
NIL 1 4 2 1

4 NIL 4 2 1

4 3 NIL 2 1

4 3 4 NIL 1

4 3 4 5 NIL

˘

D.5/ D

�
0 1 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
….5/ D

�
NIL 3 4 5 1

4 NIL 4 2 1

4 3 NIL 2 1

4 3 4 NIL 1

4 3 4 5 NIL

˘

Figure 25.4 The sequence of matrices D.k/ and ….k/ computed by the Floyd-Warshall algorithm
for the graph in Figure 25.1.
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Lösung mit SSSP-Algorithmen

Wir können einen Single Source Shortest Path-Algorithmus auf
jeden Knoten einmal anwenden, um APSP zu lösen.

• Bellman-Ford
I O(V 2E ), für dichte Graphen O(V 4)

• Falls keine negativen Kantengewichte, Dijkstra
I Array-Implementierung: O(V 3 + VE ) = O(V 3)
I Binärer Heap-Implementierung: O(EV logV ), für dichte Graphen

O(V 3 logV )
I Fibonacci Heap-Implementierung: O(V 2 logV + EV ), für dichte

Graphen O(V 3)

Wir betrachten im folgenden Algorithmen mit O(V 3) Laufzeit in
allen Fällen.

• Annahme: Keine negativen Zyklen
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Vorgängermatrix (1)

Zur Repräsentation der kürzesten Pfade verwenden wir eine
Vorgängermatrix Π:

• πij = nil falls i = j oder kein Pfad von i nach j existiert
• Sonst πij ist Vorgänger von j auf kürzestem Pfad von i nach j

I Wohldefiniert nach Optimalitätsprinzip
• Somit: Kürzeste-Wege-Baum mit Wurzel i in i-ter Zeile

I Vorgängerteilgraph Gπ,i = (Vπ,i ,Eπ,i )
I Vπ,i = { j ∈ V | πij 6= nil } ∪ { i }
I Eπ,i = { (πij , j) | j ∈ Vπ,i , πij 6= nil }690 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths
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Figure 25.1 A directed graph and the sequence of matrices L.m/ computed by SLOW-ALL-PAIRS-
SHORTEST-PATHS. You might want to verify that L.5/, defined as L.4/ �W , equals L.4/, and thus
L.m/ D L.4/ for all m � 4.

tion (25.3) implies L.m/ D L.n�1/ for all integers m � n � 1. Just as tradi-
tional matrix multiplication is associative, so is matrix multiplication defined by
the EXTEND-SHORTEST-PATHS procedure (see Exercise 25.1-4). Therefore, we
can compute L.n�1/ with only dlg.n � 1/e matrix products by computing the se-
quence

L.1/ D W ;

L.2/ D W 2 D W �W ;

L.4/ D W 4 D W 2 �W 2

L.8/ D W 8 D W 4 �W 4 ;
:::

L.2dlg.n�1/e/ D W 2dlg.n�1/e D W 2dlg.n�1/e�1 �W 2dlg.n�1/e�1

:

Since 2dlg.n�1/e � n � 1, the final product L.2dlg.n�1/e/ is equal to L.n�1/.
The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.
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Figure 25.4 The sequence of matrices D.k/ and ….k/ computed by the Floyd-Warshall algorithm
for the graph in Figure 25.1.
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Vorgängermatrix (2)

Mit folgender Prozedur kann der kürzeste Pfad von i nach j
ausgeben werden.

Print-All-Pairs-Shortest-Path(Π, i , j)
if i = j

Print i
else if πij = nil

Print “no path from” i “to” j “exists”
else

Print-All-Pairs-Shortest-Path(Π, i , πij)
Print j

• Wir betrachten im Folgenden nur die Berechnung von D

• Gegeben D kann Π in O(V 3) berechnet werden (Übung)

• Ebenso kann die Berechnung von Π direkt in APSP-Algorithmen
integriert werden (Übung)
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Adjazenzmatrix

Viele APSP-Algorithmen repräsentieren Graphen G = (V ,E )
mittels einer Adjazenzmatrix W anstatt einer Adjazenzliste

wij =


0 wenn i = j

w(i , j) wenn i 6= j und (i , j) ∈ E

∞ wenn i 6= j und (i , j) 6∈ E
690 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

L.1/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 1 �5 0 1
1 1 1 6 0

˘
L.2/ D

�
0 3 8 2 �4

3 0 �4 1 7

1 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 1 1 6 0

˘

L.3/ D

�
0 3 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
L.4/ D

�
0 1 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
Figure 25.1 A directed graph and the sequence of matrices L.m/ computed by SLOW-ALL-PAIRS-
SHORTEST-PATHS. You might want to verify that L.5/, defined as L.4/ �W , equals L.4/, and thus
L.m/ D L.4/ for all m � 4.

tion (25.3) implies L.m/ D L.n�1/ for all integers m � n � 1. Just as tradi-
tional matrix multiplication is associative, so is matrix multiplication defined by
the EXTEND-SHORTEST-PATHS procedure (see Exercise 25.1-4). Therefore, we
can compute L.n�1/ with only dlg.n � 1/e matrix products by computing the se-
quence

L.1/ D W ;

L.2/ D W 2 D W �W ;

L.4/ D W 4 D W 2 �W 2

L.8/ D W 8 D W 4 �W 4 ;
:::

L.2dlg.n�1/e/ D W 2dlg.n�1/e D W 2dlg.n�1/e�1 �W 2dlg.n�1/e�1

:

Since 2dlg.n�1/e � n � 1, the final product L.2dlg.n�1/e/ is equal to L.n�1/.
The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.

W =
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Figure 25.1 A directed graph and the sequence of matrices L.m/ computed by SLOW-ALL-PAIRS-
SHORTEST-PATHS. You might want to verify that L.5/, defined as L.4/ �W , equals L.4/, and thus
L.m/ D L.4/ for all m � 4.

tion (25.3) implies L.m/ D L.n�1/ for all integers m � n � 1. Just as tradi-
tional matrix multiplication is associative, so is matrix multiplication defined by
the EXTEND-SHORTEST-PATHS procedure (see Exercise 25.1-4). Therefore, we
can compute L.n�1/ with only dlg.n � 1/e matrix products by computing the se-
quence

L.1/ D W ;

L.2/ D W 2 D W �W ;

L.4/ D W 4 D W 2 �W 2

L.8/ D W 8 D W 4 �W 4 ;
:::

L.2dlg.n�1/e/ D W 2dlg.n�1/e D W 2dlg.n�1/e�1 �W 2dlg.n�1/e�1

:

Since 2dlg.n�1/e � n � 1, the final product L.2dlg.n�1/e/ is equal to L.n�1/.
The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.
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Kürzeste Pfade und Matrizenmultiplikation

Der erste Ansatz zur Berechnung aller kürzesten Pfade beruht auf
dynamischem Programmieren.

Vorgehensweise

1. Charakterisierung der Struktur einer optimalen Lösung

2. Rekursive Definition des Wertes der optimalen Lösung

3. Berechnung des optimalen Wertes (typischerweise Bottom-Up)

4. Berechnung der optimalen Lösung aus so berechneten
Informationen

151 / 184



Problemstruktur (1)

• Optimalitätsprinzip: Teilpfade eines kürzesten Pfades sind
wieder kürzeste Pfade

• Somit ist optimale Lösung aus optimalen Teillösungen
zusammengesetzt

• Sei p ein kürzester Pfad mit k Knoten; p enthält
I k − 1 optimale Teilpfade mit einer Kante
I k − 2 optimale Teilpfade mit zwei Kanten
I . . .
I 1 optimaler Teilpfad mit k Kanten

• Wir werden Teilprobleme (wenige Kanten) zuerst lösen und
dann weiterverwenden (mehr Kanten)

• Falls es keine Zyklen mit negativem Gewicht gibt, so besteht
jeder kürzeste Pfad aus ≤ n − 1 Kanten
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Problemstruktur (2)

• Sei l
(m)
ij das kleinste Gewicht eines Pfades von i  j mit

höchstens m Kanten
I Es ist möglich, dass ein kürzerer Pfad mit mehr Kanten existiert

• Sei p
(m)
ij ein solcher Pfad

• Beispiel: m = 0
I Kürzester Pfad mit ≤ 0 Kanten existiert nur, wenn i = j

l
(0)
ij =

{
0 wenn i = j

∞ wenn i 6= j

• Beispiel: m = 1
I Kürzester Pfad mit ≤ 1 Kanten → i = j oder (i , j) ∈ E

l
(1)
ij =


0 wenn i = j

wij wenn (i , j) ∈ E

∞ sonst

I Alternativ: l
(1)
ij = min{ l (0)ij ,wij } = wij
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Problemstruktur (3)

• Nehmen wir an, wir kennen die Gewichte l
(m−1)
ij

• Können wir dann l
(m)
ij berechnen?

• Betrachte kürzesten Pfad p
(m)
ij

I Möglichkeit 1: p
(m)
ij hat < m Kanten, dann l

(m)
ij = l

(m−1)
ij

I Möglichkeit 2: Hat m Kanten, dann existiert ein Vorgängerknoten
k sodass

p
(m)
ij = i

p
(m−1)
ik k → j

und somit l
(m)
ij = l

(m−1)
ik + wkj

• Zusammen

l
(m)
ij = min

[
l
(m−1)
ij , min

1≤k≤n
{l (m−1)ik + wkj}

]
= min

1≤k≤n
{l (m−1)ik + wkj}
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Rekursive Lösung (1)

Wir schreiben die Gewichte l
(m)
ij in eine Matrix L. Die folgende

Prozedur implementiert dann eine Iteration zur Berechnung von
L(m) aus L(m−1) und W .

Extend(L,W , n)
1: Let L′ be a new n × n matrix
2: for i ← 1 to n
3: for j ← 1 to n
4: l ′ij ←∞
5: for k ← 1 to n
6: l ′ij ← min(l ′ij , lik + wkj)

7: return L′

• Laufzeit O(V 3)
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Rekursive Lösung (2)

Wir beginnen mit L(1) = W und berechnen L(2), L(3), . . . , L(n−1)

schrittweise.

Slow-APSP(W , n)
1: L(1) ←W
2: for m← 2 to n − 1
3: L(m) ← Extend(L(m−1),W , n)

return L(n−1)

• Laufzeitkomplexität: O(V 4)

• Bemerke: D = L(n−1) falls G keine Zyklen mit negativem
Gewicht enthält
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Beispiel

690 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

L.1/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 1 �5 0 1
1 1 1 6 0

˘
L.2/ D

�
0 3 8 2 �4

3 0 �4 1 7

1 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 1 1 6 0

˘

L.3/ D

�
0 3 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
L.4/ D

�
0 1 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
Figure 25.1 A directed graph and the sequence of matrices L.m/ computed by SLOW-ALL-PAIRS-
SHORTEST-PATHS. You might want to verify that L.5/, defined as L.4/ �W , equals L.4/, and thus
L.m/ D L.4/ for all m � 4.

tion (25.3) implies L.m/ D L.n�1/ for all integers m � n � 1. Just as tradi-
tional matrix multiplication is associative, so is matrix multiplication defined by
the EXTEND-SHORTEST-PATHS procedure (see Exercise 25.1-4). Therefore, we
can compute L.n�1/ with only dlg.n � 1/e matrix products by computing the se-
quence

L.1/ D W ;

L.2/ D W 2 D W �W ;

L.4/ D W 4 D W 2 �W 2

L.8/ D W 8 D W 4 �W 4 ;
:::

L.2dlg.n�1/e/ D W 2dlg.n�1/e D W 2dlg.n�1/e�1 �W 2dlg.n�1/e�1

:

Since 2dlg.n�1/e � n � 1, the final product L.2dlg.n�1/e/ is equal to L.n�1/.
The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.
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The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.
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Ähnlichkeit mit Matrixmultiplikation (1)

Mit den Substitutionen

L(m−1) → A

W → B

L(m) → C

min → +

+ → ∗
∞ → 0

wird Extend zu einem Algorithmus zur Multiplikation zweier
n × n Matrizen A und B mit Ergebnis C .
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Ähnlichkeit mit Matrixmultiplikation (2)

Square-Matrix-Multiply(A,B, n)
1: Let C be a new n × n matrix
2: for i ← 1 to n
3: for j ← 1 to n
4: cij ← 0
5: for k ← 1 to n
6: cij ← lij + lik · wkj

7: return L′

• Laufzeitkomplexität: O(V 3)

159 / 184



Beschleunigung (1)

• Wir benötigen nur L(n−1), nicht aber L(1), . . . L(n−2)

• Sei A · B das “Matrixprodukt”, das Extend berechnet

• Slow-APSP berechnet somit

L(1) = L(0) ·W = W

L(2) = L(1) ·W = W 2

L(3) = L(2) ·W = W 3

· · ·
L(n−1) = L(n−2) ·W = W n−1
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Beschleunigung (2)

• Matrixmultiplikation ist assoziativ, unser
Extend-Matrixprodukt ebenso (Übung)

• Ausnutzen durch fortgesetztes Quadrieren

L(1) = W

L(2) = W 2 = W ·W
L(4) = W 4 = W 2 ·W 2

L(8) = W 8 = W 4 ·W 4

· · ·
L(2

r ) = W (2r ) = L(2
r−1) · L(2r−1)

• 2r ist kleinste Zweierpotenz ≥ n − 1
I r = dlg(n − 1)e

• Falls keine negativen Zyklen: L(m) = L(n−1) für m ≥ n − 1
I Somit L(2

r ) = D
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Beschleunigung (3)

Faster-APSP(W , n)
L(1) ←W
m← 1
while m < n − 1

L(2m) ← Extend(L(m), L(m))
m← 2m

return L(m)

• Laufzeitkomplexität: O(V 3 logV )

• Möglich: überall L verwenden (ohne Hochstellungen)
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Floyd-Warshall-Algorithmus

Der Floyd-Warshall-Algorithmus ist ein anderer Ansatz basierend
auf dynamischer Programmierung.

• Betrachtet eine andere Substruktur

• Basiert auf Zwischenknoten eines Pfades
I Pfad p = 〈v1, . . . , vn〉
I Zwischenknoten sind p = v2, . . . , vn−1

• Idee: Schrittweise mehr und mehr Zwischenknoten betrachten
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Problemstruktur

• Sei d
(k)
ij das kleinste Gewicht eines Pfades i

p
 j , der nur

Zwischenknoten aus { 1, . . . , k } verwendet

• Wie ist p aus optimalen Pfaden mit Zwischenknoten aus
{ 1, . . . , k − 1 } zusammengesetzt?

• Fall 1: k ist kein Zwischenknoten in p
I Alle Zwischenknoten in p sind somit in { 1, . . . , k − 1 }
I Kürzester Pfad mit Zwischenknoten in { 1, . . . , k − 1 } ist somit

auch kürzester Pfad mit Zwischenknoten in { 1, . . . , k }
• Fall 2: k ist Zwischenknoten in p

I Dann p = i
p1 k

p2 j
I Da p kreisfrei: Pfade in p1 und p2 haben alle Zwischenknoten in
{ 1, . . . , k − 1 }

25-4 Lecture Notes for Chapter 25: All-Pairs Shortest Paths

Floyd-Warshall algorithm

A different dynamic-programming approach.

For pathp D h�1; �2; : : : ; �li, anintermediate vertexis any vertex ofp other than
�1 or �l .

Let d
.k/
ij D shortest-path weight of any pathi ; j with all intermediate vertices

in f1; 2; : : : ; kg.
Consider a shortest pathi

p
; j with all intermediate vertices inf1; 2; : : : ; kg:

� If k is not an intermediate vertex, then all intermediate vertices of p are in
f1; 2; : : : ; k � 1g.

� If k is an intermediate vertex:

i k j
p1 p2

all intermediate vertices in {1, 2, ..., k–1}

Recursive formulation

d
.k/
ij D

(

wij if k D 0 ;

min
�

d
.k�1/
ij ; d

.k�1/

ik
C d

.k�1/

kj

�

if k � 1 :

(Haved
.0/
ij D wij because can’t have intermediate vertices)� 1 edge.)

WantD.n/ D
�

d
.n/
ij

�

, since all vertices numbered� n.

Compute bottom-up

Compute in increasing order ofk:

FLOYD-WARSHALL .W; n/

D.0/ D W

for k D 1 to n

let D.k/ D
�

d
.k/
ij

�

be a newn � n matrix
for i D 1 to n

for j D 1 to n

d
.k/
ij D min

�

d
.k�1/
ij ; d

.k�1/

ik
C d

.k�1/

kj

�

return D.n/

Can drop superscripts. (See Exercise 25.2-4 in text.)

Time

‚.n3/.
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Rekursive Lösung (1)

Sei d
(k)
ij das kleinste Gewicht eines Pfades von i nach j , der nur

Zwischenknoten aus { 1, . . . , k } verwendet.

• Dann gilt

d
(k)
ij =

{
wij wenn k = 0

min(d
(k−1)
ij , d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj ) wenn k > 0

• Außerdem d
(n)
ij = δ(i , j)
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Rekursive Lösung (2)

• Wir legen d
(k)
ij wieder in einer n × n Matrix D(k) ab

• Und berechnen W = D(0),D(1), . . . ,D(n)

Floyd-Warshall(W , n)
D(0) ←W
for k ← 1 to n

for i ← 1 to n
for j ← 1 to n

d
(k)
ij ← min(d

(k−1)
ij , d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj )

return D(n)

• Laufzeitkomplexität: O(V 3)

• Möglich: D bzw. d direkt verwenden (ohne Hochstellungen,
Übung)
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Beispiel
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2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

L.1/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 1 �5 0 1
1 1 1 6 0

˘
L.2/ D

�
0 3 8 2 �4

3 0 �4 1 7

1 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 1 1 6 0

˘

L.3/ D

�
0 3 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
L.4/ D

�
0 1 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
Figure 25.1 A directed graph and the sequence of matrices L.m/ computed by SLOW-ALL-PAIRS-
SHORTEST-PATHS. You might want to verify that L.5/, defined as L.4/ �W , equals L.4/, and thus
L.m/ D L.4/ for all m � 4.

tion (25.3) implies L.m/ D L.n�1/ for all integers m � n � 1. Just as tradi-
tional matrix multiplication is associative, so is matrix multiplication defined by
the EXTEND-SHORTEST-PATHS procedure (see Exercise 25.1-4). Therefore, we
can compute L.n�1/ with only dlg.n � 1/e matrix products by computing the se-
quence

L.1/ D W ;

L.2/ D W 2 D W �W ;

L.4/ D W 4 D W 2 �W 2

L.8/ D W 8 D W 4 �W 4 ;
:::

L.2dlg.n�1/e/ D W 2dlg.n�1/e D W 2dlg.n�1/e�1 �W 2dlg.n�1/e�1

:

Since 2dlg.n�1/e � n � 1, the final product L.2dlg.n�1/e/ is equal to L.n�1/.
The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.
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D.0/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 1 �5 0 1
1 1 1 6 0

˘
….0/ D

�
NIL 1 1 NIL 1

NIL NIL NIL 2 2

NIL 3 NIL NIL NIL

4 NIL 4 NIL NIL

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.1/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 5 �5 0 �2

1 1 1 6 0

˘
….1/ D

�
NIL 1 1 NIL 1

NIL NIL NIL 2 2

NIL 3 NIL NIL NIL

4 1 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.2/ D

�
0 3 8 4 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 5 11

2 5 �5 0 �2

1 1 1 6 0

˘
….2/ D

�
NIL 1 1 2 1

NIL NIL NIL 2 2

NIL 3 NIL 2 2

4 1 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.3/ D

�
0 3 8 4 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

1 1 1 6 0

˘
….3/ D

�
NIL 1 1 2 1

NIL NIL NIL 2 2

NIL 3 NIL 2 2

4 3 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

˘

D.4/ D

�
0 3 �1 4 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
….4/ D

�
NIL 1 4 2 1

4 NIL 4 2 1

4 3 NIL 2 1

4 3 4 NIL 1

4 3 4 5 NIL

˘

D.5/ D

�
0 1 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
….5/ D

�
NIL 3 4 5 1

4 NIL 4 2 1

4 3 NIL 2 1

4 3 4 NIL 1

4 3 4 5 NIL

˘

Figure 25.4 The sequence of matrices D.k/ and ….k/ computed by the Floyd-Warshall algorithm
for the graph in Figure 25.1.
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Transitive Hülle (1)

• Die transitive Hülle ist definiert als der Graph G ∗ = (V ,E ∗)

E ∗ = { (i , j) | es existiert ein Pfad i  j in G }698 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths

1 2

4 3

T .0/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 0

1 0 1 1

�
T .1/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 0

1 0 1 1

�
T .2/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

�

T .3/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 1

�
T .4/ D

�
1 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

�
Figure 25.5 A directed graph and the matrices T .k/ computed by the transitive-closure algorithm.

TRANSITIVE-CLOSURE.G/

1 n D jG:Vj
2 let T .0/ D �t .0/

ij

�
be a new n 	 n matrix

3 for i D 1 to n

4 for j D 1 to n

5 if i == j or .i; j / 2 G:E
6 t

.0/
ij D 1

7 else t
.0/
ij D 0

8 for k D 1 to n

9 let T .k/ D �t .k/
ij

�
be a new n 	 n matrix

10 for i D 1 to n

11 for j D 1 to n

12 t
.k/
ij D t

.k�1/
ij _ �t .k�1/

ik
^ t

.k�1/

kj

�
13 return T .n/

Figure 25.5 shows the matrices T .k/ computed by the TRANSITIVE-CLOSURE

procedure on a sample graph. The TRANSITIVE-CLOSURE procedure, like the
Floyd-Warshall algorithm, runs in ‚.n3/ time. On some computers, though, log-
ical operations on single-bit values execute faster than arithmetic operations on
integer words of data. Moreover, because the direct transitive-closure algorithm
uses only boolean values rather than integer values, its space requirement is less

• Berechnung mittels Floyd-Warshall
I Ordne jeder Kante das Gewicht 1 zu
I Berechne Entfernungsmatrix D
I Pfad von i  j existiert wenn δ(i , j) = dij <∞
I O(n3)

• Schneller/platzsparender in Praxis: Arbeiten mit Boolschen
Operationen (aber auch O(n3))
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Transitive Hülle (2)

• Verwende ungewichtete Adjazenzmatrix

• Ersetze min durch ∨ (ODER)

• Ersetze + durch ∧ (UND)

• Definiere

t
(k)
ij =


1 wenn es einen Pfad i  j mit Zwischenknoten

in { 1, . . . , k } gibt

0 sonst

• Es gilt dann

t
(0)
ij =

{
0 wenn i 6= j und (i , j) 6∈ E

1 wenn i = j oder (i , j) ∈ E

• und

t
(k)
ij = t

(k−1)
ij ∨ (t

(k−1)
ik ∧ t

(k−1)
kj )
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Transitive Hülle (3)

Transitive-Closure(G )
1: n← |V |
2: Let T (0) = (t

(0)
ij ) be a new n × n matrix

3: for i ← 1 to n
4: for j ← 1 to n
5: if i = j or (i , j) ∈ G .E

6: t
(0)
ij = 1

7: else t
(0)
ij = 0

8: for k ← 1 to n
9: for i ← 1 to n

10: for j ← 1 to n

11: t
(k)
ij ← t

(k−1)
ij ∨ (t

(k−1)
ik ∧ t

(k−1)
kj )

12: return T (n)
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Beispiel 698 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths
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Figure 25.5 A directed graph and the matrices T .k/ computed by the transitive-closure algorithm.
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Figure 25.5 shows the matrices T .k/ computed by the TRANSITIVE-CLOSURE

procedure on a sample graph. The TRANSITIVE-CLOSURE procedure, like the
Floyd-Warshall algorithm, runs in ‚.n3/ time. On some computers, though, log-
ical operations on single-bit values execute faster than arithmetic operations on
integer words of data. Moreover, because the direct transitive-closure algorithm
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1 2

4 3

T .0/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 0

1 0 1 1

�
T .1/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 0

1 0 1 1

�
T .2/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

�

T .3/ D

�
1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 1

�
T .4/ D

�
1 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

�
Figure 25.5 A directed graph and the matrices T .k/ computed by the transitive-closure algorithm.

TRANSITIVE-CLOSURE.G/

1 n D jG:Vj
2 let T .0/ D �t .0/

ij

�
be a new n 	 n matrix

3 for i D 1 to n

4 for j D 1 to n

5 if i == j or .i; j / 2 G:E
6 t

.0/
ij D 1

7 else t
.0/
ij D 0

8 for k D 1 to n

9 let T .k/ D �t .k/
ij

�
be a new n 	 n matrix

10 for i D 1 to n

11 for j D 1 to n

12 t
.k/
ij D t

.k�1/
ij _ �t .k�1/

ik
^ t

.k�1/

kj

�
13 return T .n/

Figure 25.5 shows the matrices T .k/ computed by the TRANSITIVE-CLOSURE

procedure on a sample graph. The TRANSITIVE-CLOSURE procedure, like the
Floyd-Warshall algorithm, runs in ‚.n3/ time. On some computers, though, log-
ical operations on single-bit values execute faster than arithmetic operations on
integer words of data. Moreover, because the direct transitive-closure algorithm
uses only boolean values rather than integer values, its space requirement is less
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Johnsons Algorithmus

• Fortgesetztes Quadrieren: O(V 3 lg v)

• Floyd-Warshall: O(V 3)

• Dijkstra (mit Fibonacci-Heap) für jeden Knoten:
O(V 2 logV + VE )
I Für dichte Graphen: E = Θ(V 2), Laufzeit O(V 3)
I Für dünn besetzte Graphen: E = o(V 2), Laufzeit o(V 3)
→ Asymptotisch schneller als Floyd-Warshall

• Aber: Dijkstras Algorithmus unterstützt keine negativen
Kantengewichte

• Johnsons Algorithmus zeigt, wie wir Dijkstra trotzdem
verwenden können

• Verwendet Dijkstra, Bellman-Ford und die Technik der
Neugewichtung
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Neugewichtung

Johnsons Algorithmus berechnet zuerst eine neue
Gewichtungsfunktion ŵ so dass gilt:

1. Für alle Knoten u, v ∈ V ist die Menge der kürzesten Pfade
zwischen u und v unter Gewichtung w die gleiche wie unter
Gewichtung ŵ .

2. Für alle Kanten (u, v) ∈ E ist ŵ(u, v) nicht negativ.

Diskussion

• Dann kann Dijkstra mit Gewichtsfunktion ŵ für jeden Knoten
angewendet werden; man erhält die kürzesten Pfade für w

• Neugewichtung hat Laufzeit O(VE )

• Dijkstra mit mit Fibonacci-Heap: gesamt O(V 2 logV + VE )
I Mit zusätzlicher Neugewichtung ebenso

• Dijkstra mit binärem Heap: gesamt O(V 2 logV + VE logV )

I Asymptotisch schneller als Floyd-Warshall wenn Graph hinreichend
dünn besetzt, d.h. E = o(V 2/ logV )
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Die 1. Eigenschaft (1)

Lemma

Sei G = (V ,E ) ein gewichteter gerichteter Graph mit
Gewichtsfunktion w : E → R. und h : V → R eine beliebige
Funktion. Definiere für jede Kante (u, v) ∈ E:

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u)− h(v).

Dann gilt:

• Sei p = 〈v0, . . . , vk〉 ein Pfad von v0 nach vk . Es gilt
w(p) = δ(v0, vk) gdw. ŵ(p) = δ̂(v0, vk).

• G hat einen Zyklus mit negativen Gewicht mit w gdw. G hat
einen Zyklus mit negativen Gewicht mit ŵ .

Kurz:

• Kürzeste Pfade gleich

• Existenz negativer Zyklus gleich
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Die 1. Eigenschaft (2)

Beweis.

• Wir zeigen zuerst

ŵ(p) = w(p) + h(v0)− h(vk)

• Es gilt

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi )

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi ) + h(vi−1)− h(vi ))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi ) + h(v0)− h(vk)

= w(p) + h(v0)− h(vk)
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Die 1. Eigenschaft (3)

• Wir zeigen jetzt, dass w(p) = δ(v0, vk) gdw. ŵ(p) = δ̂(v0, vk)

• Sei w(p) = δ(v0, vk). Annahme für Widerspruch: Es existiert mit
ŵ ein Pfad p′ von v0 nach vk mit

ŵ(p′) < ŵ(p)

• Dann gilt

w(p′) + h(v0)− h(vk) = ŵ(p′)

< ŵ(p) = w(p) + h(v0)− h(vk)

und somit w(p′) < w(p) → Widerspruch

• Andere Richtung analog

176 / 184



Die 1. Eigenschaft (4)

• Noch zu zeigen: G hat einen Zyklus mit negativen Gewicht mit
w gdw. G hat einen Zyklus mit negativen Gewicht mit ŵ

• Sei c = 〈v0, . . . , vk〉 mit v0 = vk ein beliebiger Zyklus

• Dann

ŵ(c) = w(c) + h(v0)− h(vk)

= w(c)

• Somit haben Zyklen unter w und ŵ gleiches Gewicht
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Die 2. Eigenschaft (1)

Wir wollen ŵ jetzt so definieren, dass ŵ(u, v) nicht negativ für alle
Kanten (u, v) ∈ E .

• Dazu erstellen wir einen neuen Graphen G ′ = (V ′,E ′) mit
I V ′ = V ∪ { s } für einen neuen Knoten s 6∈ V
I E ′ = E ∪ { (s, v) | v ∈ V }
I w(s, v) = 0 für alle v ∈ V

• s hat keine einfallende Kante; somit
I Kein kürzester Pfad mit Startknoten 6= s enthält s
I G ′ hat Zyklus mit negativem Gewicht gdw. G hat einen solchen

Zyklus
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Die 2. Eigenschaft (2)

• Wir setzen

h(v) = δ(s, v)

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u)− h(v)

• h(v) ≤ 0 nach Konstruktion

• Weiterhin gilt

h(v) ≤ h(u) + w(u, v) (Dreiecksungleichung)

0 ≤ h(u) + w(u, v)− h(v)

• Somit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u)− h(v) ≥ 0
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Johnsons Algorithmus (Pseudo-Code)

Johnson(G )
1: Compute graph G ′, where V ′ = V ∪ { s },

E ′ = E ∪ { (s, v) | v ∈ V }, w(s, v) = 0 for all v ∈ V
2: if Bellman-Ford(G ′,w , s) = false
3: Print “graph contains negative-weight cycle”
4: else
5: for each vertex v ∈ G ′.V
6: h(v)← value of δ(s, v) computed by Bellman-Ford

7: for each edge (u, v) ∈ G ′.E
8: ŵ(u, v)← w(u, v) + h(u)− h(v)

9: Let D = (duv ) be a new n × n matrix
10: for each vertex u ∈ G .V
11: Run Dijkstra(G , ŵ , u) to compute δ̂(u, v) for all v ∈ V
12: for each vertex v ∈ G .V
13: duv = δ̂(u, v)− h(u) + h(v)

14: return D
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Beispiel (1)
690 Chapter 25 All-Pairs Shortest Paths

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

L.1/ D

�
0 3 8 1 �4

1 0 1 1 7

1 4 0 1 1
2 1 �5 0 1
1 1 1 6 0

˘
L.2/ D

�
0 3 8 2 �4

3 0 �4 1 7

1 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 1 1 6 0

˘

L.3/ D

�
0 3 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 11

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
L.4/ D

�
0 1 �3 2 �4

3 0 �4 1 �1

7 4 0 5 3

2 �1 �5 0 �2

8 5 1 6 0

˘
Figure 25.1 A directed graph and the sequence of matrices L.m/ computed by SLOW-ALL-PAIRS-
SHORTEST-PATHS. You might want to verify that L.5/, defined as L.4/ �W , equals L.4/, and thus
L.m/ D L.4/ for all m � 4.

tion (25.3) implies L.m/ D L.n�1/ for all integers m � n � 1. Just as tradi-
tional matrix multiplication is associative, so is matrix multiplication defined by
the EXTEND-SHORTEST-PATHS procedure (see Exercise 25.1-4). Therefore, we
can compute L.n�1/ with only dlg.n � 1/e matrix products by computing the se-
quence

L.1/ D W ;

L.2/ D W 2 D W �W ;

L.4/ D W 4 D W 2 �W 2

L.8/ D W 8 D W 4 �W 4 ;
:::

L.2dlg.n�1/e/ D W 2dlg.n�1/e D W 2dlg.n�1/e�1 �W 2dlg.n�1/e�1

:

Since 2dlg.n�1/e � n � 1, the final product L.2dlg.n�1/e/ is equal to L.n�1/.
The following procedure computes the above sequence of matrices by using this

technique of repeated squaring.
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0/12/–1

2/7

0/4

0/52/3

2/2
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0
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(d)
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1
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4 0
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10 0
0 0

3

(e)

2

1
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4 0

132
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10 0
0 0

3

(f)
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1

5 4

4 0

132

2

10 0
0 0

3

(g)

2

1

5 4

4 0

132

2

10 0
0 0

3

0/00/0

0/0

0/0

0/0

00

Figure 25.6 Johnson’s all-pairs shortest-paths algorithm run on the graph of Figure 25.1. Ver-
tex numbers appear outside the vertices. (a) The graph G0 with the original weight function w.
The new vertex s is black. Within each vertex � is h.�/ D ı.s; �/. (b) After reweighting each
edge .u; �/ with weight function yw.u; �/ D w.u; �/C h.u/ � h.�/. (c)–(g) The result of running

is black, and shaded edges are in the shortest-paths tree computed by the algorithm. Within each
vertex � are the values yı.u; �/ and ı.u; �/, separated by a slash. The value du� D ı.u; �/ is equal to
yı. �/C h.�/� h.u/

Dijkstra’s algorithm on each vertex of G using weight function wy. In each part, the source vertex u

.u;
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Beispiel (2)
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Figure 25.6 Johnson’s all-pairs shortest-paths algorithm run on the graph of Figure 25.1. Ver-
tex numbers appear outside the vertices. (a) The graph G0 with the original weight function w.
The new vertex s is black. Within each vertex � is h.�/ D ı.s; �/. (b) After reweighting each
edge .u; �/ with weight function yw.u; �/ D w.u; �/C h.u/ � h.�/. (c)–(g) The result of running

is black, and shaded edges are in the shortest-paths tree computed by the algorithm. Within each
vertex � are the values yı.u; �/ and ı.u; �/, separated by a slash. The value du� D ı.u; �/ is equal to
yı. �/C h.�/� h.u/

Dijkstra’s algorithm on each vertex of G using weight function wy. In each part, the source vertex u

.u;
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Outline

1. Elementare Graphalgorithmen

2. Minimale Spannbäume

3. Kürzeste Wege

4. Alle kürzesten Wege
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Zum Nachlesen

• CLRS, App. B.4, Graphs

• CLRS, App. B.5, Trees

• CLRS, Ch. 22, Elementary Graph Algorithms

• CLRS, Ch. 23, Minimum Spanning Trees

• CLRS, Ch. 24, Single-Source Shortest Paths

• CLRS, Ch. 25, All-Pairs-Shortest Paths

• http://www-m9.ma.tum.de/Allgemeines/Routenplanung
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Zeichenkettenabgleich

Wir betrachten das Problem des Zeichenkettenabgleichs (string
matching).

• Gegeben: zwei Zeichenketten (strings)
I Textdokument T [1 . . n]
I Muster (pattern) P[1 . .m]
I Beide über Alphabet Σ

• Gesucht
I Alle Vorkommen von P in T

• Beispiel
I T = xabxyabxyabxz
I P = abxyabxz

• Beispielanwendungen
I Suche in Textdokumenten
I Mustersuche in einer DNA-Sequenz
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Outline

1. Vorbetrachtung

2. Rabin-Karp-Algorithmus

3. Endliche Automaten

4. Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

5. Boyer-Moore-Algorithmus
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Outline

1. Vorbetrachtung

2. Rabin-Karp-Algorithmus

3. Endliche Automaten

4. Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

5. Boyer-Moore-Algorithmus
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Formalisierung

• P kommt mit Verschiebung (shift) s im Text T vor, falls
I 0 ≤ s ≤ n −m
I T [s + 1 . . s + m] = P[1 . .m]

d.h. T [s + j ] = P[j ] für 1 ≤ j ≤ m
I Äquivalent: P fängt an Position s + 1 in T an

• Falls P mit Verschiebung s in T vorkommt, nennen wir s eine
gültige Verschiebung, sonst heißt s eine ungültige
Verschiebung

• Das Zeichenkettenabgleichsproblem besteht in der Aufgabe
alle gültigen Verschiebungen für T und P zu finden

32 String Matching

Text-editing programs frequently need to find all occurrences of a pattern in the
text. Typically, the text is a document being edited, and the pattern searched for is a
particular word supplied by the user. Efficient algorithms for this problem—called
“string matching”—can greatly aid the responsiveness of the text-editing program.
Among their many other applications, string-matching algorithms search for par-
ticular patterns in DNA sequences. Internet search engines also use them to find
Web pages relevant to queries.

We formalize the string-matching problem as follows. We assume that the
text is an array T Œ1 : : n� of length n and that the pattern is an array P Œ1 : : m�

of length m � n. We further assume that the elements of P and T are char-
acters drawn from a finite alphabet †. For example, we may have † D f0,1g
or † D fa;b; : : : ;zg. The character arrays P and T are often called strings of
characters.

Referring to Figure 32.1, we say that pattern P occurs with shift s in text T

(or, equivalently, that pattern P occurs beginning at position s C 1 in text T ) if
0 � s � n�m and T ŒsC 1 : : sCm� D P Œ1 : : m� (that is, if T ŒsC j � D P Œj �, for
1 � j � m). If P occurs with shift s in T , then we call s a valid shift; otherwise,
we call s an invalid shift. The string-matching problem is the problem of finding
all valid shifts with which a given pattern P occurs in a given text T .

a b c a b a a b c a b a c

a b a apattern P

text T

s = 3

Figure 32.1 An example of the string-matching problem, where we want to find all occurrences of
the pattern P D abaa in the text T D abcabaabcabac. The pattern occurs only once in the text,
at shift s D 3, which we call a valid shift. A vertical line connects each character of the pattern to its
matching character in the text, and all matched characters are shaded.
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Übersicht

• Viele Algorithmen verwenden Vorverarbeitung basierend auf
dem Muster und führen danach erst den Zeichenkettenabgleich
durch

• Wir schauen uns an:

Algorithmus Vorverarbeitung Abgleich

Naiv 0 O((n −m + 1)m)
Rabin-Karp Θ(m) O((n −m + 1)m)

Endlicher Automat O(m|Σ|) Θ(n)
Knuth-Morris-Pratt Θ(m) Θ(n)
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Definitionen (1)

• Σ∗ bezeichne alle die Menge aller endlichen Wörter über Σ

• ε bezeichne das leere Wort

• |x | bezeichne Länge des Wortes x

• xy bezeichne Konkatenation der Wörter x und y

• w ist ein Präfix von x , wenn x = wy für ein y ∈ Σ∗

I Geschrieben w v x
I z.B. ab v abcca

• w ist ein Suffix von x , wenn x = yw für ein y ∈ Σ∗

I Geschrieben w w x
I z.B. cca w abcca

• Bemerke
I ε ist Präfix und Suffix jeder Zeichenkette
I Wenn w v x , dann |w | ≤ |x | (ebenso wenn w w x)
I v und w sind reflexiv und transitiv
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Überlappende Suffixe (1)

Lemma (F8, Lemma der überlappenden Suffixe)

Seien x , y , z ∈ Σ∗ mit x w z und y w z. Dann gilt

|x | ≤ |y | =⇒ x w y

|x | ≥ |y | =⇒ y w x

|x | = |y | =⇒ y = x

8 / 60



Überlappende Suffixe (2)

Beweis.Chapter 32 String Matching 987

x

z

x

y

y

(a)

x

z

x

y

y

(b)

x

z

x

y

y

(c)

Figure 32.3 A graphical proof of Lemma 32.1. We suppose that x � ´ and y � ´. The three parts
of the figure illustrate the three cases of the lemma. Vertical lines connect matching regions (shown
shaded) of the strings. (a) If jxj � jyj, then x � y. (b) If jxj � jyj, then y � x. (c) If jxj D jyj,
then x D y.

Also note that � and � are transitive relations. The following lemma will be useful
later.

Lemma 32.1 (Overlapping-suffix lemma)
Suppose that x, y, and ´ are strings such that x � ´ and y � ´. If jxj � jyj,
then x � y. If jxj � jyj, then y � x. If jxj D jyj, then x D y.

Proof See Figure 32.3 for a graphical proof.

For brevity of notation, we denote the k-character prefix P Œ1 : : k� of the pattern
P Œ1 : : m� by Pk. Thus, P0 D " and Pm D P D P Œ1 : : m�. Similarly, we denote
the k-character prefix of the text T by Tk. Using this notation, we can state the
string-matching problem as that of finding all shifts s in the range 0 � s � n �m

such that P � TsCm.
In our pseudocode, we allow two equal-length strings to be compared for equal-

ity as a primitive operation. If the strings are compared from left to right and the
comparison stops when a mismatch is discovered, we assume that the time taken
by such a test is a linear function of the number of matching characters discovered.
To be precise, the test “x == y” is assumed to take time ‚.t C 1/, where t is the
length of the longest string ´ such that ´ � x and ´ � y. (We write ‚.t C 1/

rather than ‚.t/ to handle the case in which t D 0; the first characters compared
do not match, but it takes a positive amount of time to perform this comparison.)

|x | ≤ |y | |x | ≥ |y | |x | = |y |
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Definitionen (2)

• Sei Tk = T [1 . . k] und Pk = P[1 . . k]

• Wir können das Zeichenkettenabgleichsproblem mit Präfixen
und Suffixen ausdrücken
I Finde alle diejenigen Verschiebungen 0 ≤ s ≤ n −m, sodass

P w Ts+m

• Dazu sind ggf. Zeichenkettenvergleiche notwendig
I Wir schreiben x = y
I Und vergleichen zeichenweise von links nach rechts
I Sei t Länge des längsten gemeinsamen Präfixes z , d.h. z v x und

z v y
I Dann Laufzeit Θ(t + 1)
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Naiver Algorithmus

Naive-String-Matcher(T ,P)
1: n← T .length
2: m← P.length
3: for s ← 0 to n −m
4: if P[1 . .m] = T [s + 1 . . s + m]
5: Print “Pattern occurs with shift s”

Laufzeit

• Laufzeit Z. 4 ist O(m)

• Laufzeit Algorithmus: O((n −m + 1)m)

• Worst Case-Laufzeit ist Θ((n −m + 1)m)
I Tritt z.B. auf wenn T = an und P = am für a ∈ Σ
I Wenn m = bn/2c: Θ(n2)
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Beispiel

988 Chapter 32 String Matching

32.1 The naive string-matching algorithm

The naive algorithm finds all valid shifts using a loop that checks the condition
P Œ1 : : m� D T Œs C 1 : : s Cm� for each of the n �mC 1 possible values of s.

NAIVE-STRING-MATCHER.T; P /

1 n D T: length
2 m D P: length
3 for s D 0 to n �m

4 if P Œ1 : : m� == T Œs C 1 : : s Cm�

5 print “Pattern occurs with shift” s

Figure 32.4 portrays the naive string-matching procedure as sliding a “template”
containing the pattern over the text, noting for which shifts all of the characters
on the template equal the corresponding characters in the text. The for loop of
lines 3–5 considers each possible shift explicitly. The test in line 4 determines
whether the current shift is valid; this test implicitly loops to check corresponding
character positions until all positions match successfully or a mismatch is found.
Line 5 prints out each valid shift s.

Procedure NAIVE-STRING-MATCHER takes time O..n � m C 1/m/, and this
bound is tight in the worst case. For example, consider the text string an (a string
of n a’s) and the pattern am. For each of the n�mC1 possible values of the shift s,
the implicit loop on line 4 to compare corresponding characters must execute m

times to validate the shift. The worst-case running time is thus ‚..n �mC 1/m/,
which is ‚.n2/ if m D bn=2c. Because it requires no preprocessing, NAIVE-
STRING-MATCHER’s running time equals its matching time.

a c a a b c

a a b
s = 0

(a)

a c a a b c

a a b
s = 1

(b)

a c a a b c

a a b
s = 2

(c)

a c a a b c

a a b
s = 3

(d)

Figure 32.4 The operation of the naive string matcher for the pattern P D aab and the text
T D acaabc. We can imagine the pattern P as a template that we slide next to the text. (a)–(d) The
four successive alignments tried by the naive string matcher. In each part, vertical lines connect cor-
responding regions found to match (shown shaded), and a jagged line connects the first mismatched
character found, if any. The algorithm finds one occurrence of the pattern, at shift s D 2, shown in
part (c).
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32.1 The naive string-matching algorithm

The naive algorithm finds all valid shifts using a loop that checks the condition
P Œ1 : : m� D T Œs C 1 : : s Cm� for each of the n �mC 1 possible values of s.

NAIVE-STRING-MATCHER.T; P /

1 n D T: length
2 m D P: length
3 for s D 0 to n �m

4 if P Œ1 : : m� == T Œs C 1 : : s Cm�

5 print “Pattern occurs with shift” s

Figure 32.4 portrays the naive string-matching procedure as sliding a “template”
containing the pattern over the text, noting for which shifts all of the characters
on the template equal the corresponding characters in the text. The for loop of
lines 3–5 considers each possible shift explicitly. The test in line 4 determines
whether the current shift is valid; this test implicitly loops to check corresponding
character positions until all positions match successfully or a mismatch is found.
Line 5 prints out each valid shift s.

Procedure NAIVE-STRING-MATCHER takes time O..n � m C 1/m/, and this
bound is tight in the worst case. For example, consider the text string an (a string
of n a’s) and the pattern am. For each of the n�mC1 possible values of the shift s,
the implicit loop on line 4 to compare corresponding characters must execute m

times to validate the shift. The worst-case running time is thus ‚..n �mC 1/m/,
which is ‚.n2/ if m D bn=2c. Because it requires no preprocessing, NAIVE-
STRING-MATCHER’s running time equals its matching time.
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Vorverarbeitung

• Naiver Algorithmus ineffizient, da er Informationen, die während
des Zeichenkettenvergleichs gewonnen werden, ignoriert
I z.B. P = aaab
I Wenn s = 0 gültig, dann folgt s = 1, 2, 3 ungültig

• Ziel: Vergleiche reduzieren, gewonnene Informationen nutzen

• Dazu notwendig: Vorverarbeitung des Musters P
I Vorverarbeitung fließt in Laufzeit mit ein
I Sollte effizient sein
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Outline

1. Vorbetrachtung

2. Rabin-Karp-Algorithmus

3. Endliche Automaten

4. Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

5. Boyer-Moore-Algorithmus
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Idee

• Betrachte Wort als Zahl in d-ärer Darstellung mit d = |Σ|
• Sei vorerst Σ = { 0, . . . , 9 }

I Beispiel: Wort 123 entspricht Zahl 123

• Sei p die entsprechende Zahl für P[1 . .m]

• Sei ts die Zahl des Teilwortes T [s + 1, . . . , s + m]

• Bemerke: s ist gültig gdw. ts = p

• Wenn wir
I p in O(m) berechnen können,
I Alle ts zusammen in O(n) berechnen können und
I Ein Zahlenvergleich in O(1) durchführen können,

erhalten wir einen Algorithmus mit O(m + n) Laufzeit

• Das ist fast der Rabin-Karp-Algorithmus
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Anwenden des Horner-Schemas

• Wir berechnen p in O(m) mittels Horner-Schema:

p = P[m] + dP[m − 1] + d2P[m − 2] + · · ·
+ dm−2P[2] + dm−1P[1]

= P[m] + d(P[m − 1] + d(P[m − 2] + . . .

+ d(P[2] + dP[1]) · · · ))

• Berechnung von t0 aus T [1 . .m] in gleicher Weise

• Berechnung von t1, . . . , tn−m in O(n −m)

ts+1 = d(ts − dm−1T [s + 1]) + T [s + m + 1]
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Beispiel

• P[1 . . 3] = 456

p = 6 + 10(5 + 10 · 4) = 6 + 10(45) = 456

• T [1 . . 5] = 34567

t0 = 5 + 10(4 + 10 · 3) = 5 + 10(34) = 345

t1 = 10(345− 100 · 3) + 6 = 450 + 6 = 456

t2 = 10(456− 100 · 4) + 7 = 560 + 7 = 567
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Problem

• Mit der bisher besprochenen Methode können die Zahlen groß
werden
I 4 ASCII-Zeichen → 28-Bit-Zahlen
I 15 ASCII-Zeichen → 105-Bit-Zahlen
I 30 DNA-Zeichen (TACG) → 60-Bit-Zahlen
I 500 DNA-Zeichen (TACG) → 1000-Bit-Zahlen

• Abhilfe
I Berechnungen werden modulo q durchgeführt

(für ein geeignetes q)
I Denke: ts ist Hashwert von T [s + 1 . . s + m]

(Abbildung wird rollende Hashfunktion genannt)
I Vorteil: Alle Zahlen klein, d.h. in 0, 1, . . . , q − 1
I Nachteil: ungültige Treffer möglich (Kollisionen: unterschiedliche

Zeichenketten, gleiche Zahlen) = false positive

• Entdecken ungültiger Treffer durch expliziten
Zeichenkettenvergleich
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Beispiel

P = 31415, q = 13, 31415 ≡ 7 (mod 13)

992 Chapter 32 String Matching
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Figure 32.5 The Rabin-Karp algorithm. Each character is a decimal digit, and we compute values
modulo 13. (a) A text string. A window of length 5 is shown shaded. The numerical value of the
shaded number, computed modulo 13, yields the value 7. (b) The same text string with values com-
puted modulo 13 for each possible position of a length-5 window. Assuming the pattern P D 31415,
we look for windows whose value modulo 13 is 7, since 31415 � 7 .mod 13/. The algorithm finds
two such windows, shown shaded in the figure. The first, beginning at text position 7, is indeed an
occurrence of the pattern, while the second, beginning at text position 13, is a spurious hit. (c) How
to compute the value for a window in constant time, given the value for the previous window. The
first window has value 31415. Dropping the high-order digit 3, shifting left (multiplying by 10), and
then adding in the low-order digit 2 gives us the new value 14152. Because all computations are
performed modulo 13, the value for the first window is 7, and the value for the new window is 8.
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Berechnung modulo q

• Die Rekurrenz wird

ts+1 = (d(ts − hT [s + 1]) + T [s + m + 1]) mod q

mit h ≡ dm−1 (mod q)

• h entspricht dem Wert der Ziffer 1 an der höchsten Stelle einer
Zahl mit m Ziffern

• Wahl von q
I So dass dq gerade noch in ein Rechenwort passt
→ Arithmetische Operationen in O(1)

I q eine Primzahl ist
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Rabin-Karp-Algorithmus (Pseudo-Code)

Rabin-Karp-Matcher(T ,P, d , q)
1: n← T .length
2: m← P.length
3: h← dm−1 mod q
4: p ← 0
5: t0 ← 0
6: for i ← 1 to m
7: p ← (dp + P[i ]) mod q
8: t0 ← (dt0 + T [i ]) mod q

9: for s ← 0 to n −m
10: if p = ts
11: if P[1 . .m] = T [s + 1 . . s + m]
12: Print “Pattern occurs with shift s”
13: if s < n −m
14: ts+1 ← (d(ts − hT [s + 1]) + T [s + m + 1]) mod q
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Laufzeit Rabin-Karp-Algorithmus

• Worst Case wie naiver Algorithmus
I P = am, T = an, Θ((n −m + 1)m)

• Annahme: Abbildung Σ∗ → Zq so gewählt, dass jeder Wert in
Zq mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorkommt
I Sei v die Anzahl gültiger Verschiebungen
I Dann erwartete Laufzeit O(n + m(v + n/q))
I Für O(1) gültige Verschiebungen und q ≥ m ist erwartete Laufzeit

O(n)

22 / 60



Outline

1. Vorbetrachtung

2. Rabin-Karp-Algorithmus

3. Endliche Automaten

4. Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

5. Boyer-Moore-Algorithmus
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Erinnerung: Endliche Automaten

Der nächste Algorithmus benutzt endliche Automaten.

Definition

Ein endlicher deterministischer Automat (DEA, DFA) ist ein
Tupel M = (Q, q0,A,Σ, δ) mit

• Q ist eine endliche Menge von Zuständen

• q0 ∈ Q ist der Startzustand

• A ⊆ Q ist eine Menge von Endzuständen

• Σ ist ein endliches Alphabet

• δ ist Zustandsübergangsfunktion Q × Σ→ Q

24 / 60



Beispiel996 Chapter 32 String Matching

1 0

0 0

a b
input

state

0

1

(a)

a

a

b

b

(b)

0 1

Figure 32.6 A simple two-state finite automaton with state set Q D f0; 1g, start state q0 D 0,
and input alphabet † D fa;bg. (a) A tabular representation of the transition function ı. (b) An
equivalent state-transition diagram. State 1, shown blackend, is the only accepting state. Directed
edges represent transitions. For example, the edge from state 1 to state 0 labeled b indicates that
ı.1; b/ D 0. This automaton accepts those strings that end in an odd number of a’s. More precisely,
it accepts a string x if and only if x D y´, where y D " or y ends with a b, and ´ D ak , where k is
odd. For example, on input abaaa, including the start state, this automaton enters the sequence of
states h0; 1; 0; 1; 0; 1i, and so it accepts this input. For input abbaa, it enters the sequence of states
h0; 1; 0; 0; 1; 0i, and so it rejects this input.

The finite automaton begins in state q0 and reads the characters of its input string
one at a time. If the automaton is in state q and reads input character a, it moves
(“makes a transition”) from state q to state ı.q; a/. Whenever its current state q is
a member of A, the machine M has accepted the string read so far. An input that
is not accepted is rejected.

A finite automaton M induces a function �, called the final-state function,
from †� to Q such that �.w/ is the state M ends up in after scanning the string w.
Thus, M accepts a string w if and only if �.w/ 2 A. We define the function �

recursively, using the transition function:

�."/ D q0 ;

�.wa/ D ı.�.w/; a/ for w 2 †�; a 2 † .

String-matching automata

For a given pattern P , we construct a string-matching automaton in a preprocess-
ing step before using it to search the text string. Figure 32.7 illustrates how we
construct the automaton for the pattern P D ababaca. From now on, we shall
assume that P is a given fixed pattern string; for brevity, we shall not indicate the
dependence upon P in our notation.

In order to specify the string-matching automaton corresponding to a given pat-
tern P Œ1 : : m�, we first define an auxiliary function 	 , called the suffix function
corresponding to P . The function 	 maps †� to f0; 1; : : : ; mg such that 	.x/ is the
length of the longest prefix of P that is also a suffix of x:

	.x/ D max fk W Pk � xg : (32.3)

• Letztes Semester
I Von regulären Ausdrücken zu Automaten
I Vorgehensweise: NFA konstruieren, in DFA umwandeln

• Jetzt
I Nicht reguläre Ausdrücke, sondern Zeichenketten
I Nicht Zeichenkette als Ganzes akzeptieren, sondern Vorkommen

innerhalb der Zeichenkette suchen
I Direkte Konstruktion des DFAs

• Anschließend: Vermeidung der expliziten DFA-Konstruktion
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Zeichenkettenabgleichsautomat

Jedes Muster kann auf einen Automaten abgebildet werden, der
dann für einen gegebenen Text erkennt, ob das Muster in diesem
Text vorkommt. Genauer:

• Automat akzeptiert alle Wörter w ∈ Σ∗, die mit Muster P
enden (d.h. L(M) = {w ∈ Σ∗ | P w w })
• Wenn Endzustand nach Lesen des i-ten Zeichens i , dann

Vorkommen von P mit Verschiebung i −m

Beispiel: P = ababaca
32.3 String matching with finite automata 997
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b

a
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a b a b a b a c a b a

0 1 2 3 4 5 4 5 6 7 2 3

—

—

(c)

i

T Œi �

state �.Ti /

Figure 32.7 (a) A state-transition diagram for the string-matching automaton that accepts all
strings ending in the string ababaca. State 0 is the start state, and state 7 (shown blackened) is
the only accepting state. A directed edge from state i to state j labeled a represents ı.i; a/ D j . The
right-going edges forming the “spine” of the automaton, shown heavy in the figure, correspond to
successful matches between pattern and input characters. The left-going edges correspond to failing
matches. Some edges corresponding to failing matches are omitted; by convention, if a state i has
no outgoing edge labeled a for some a 2 †, then ı.i; a/ D 0. (b) The corresponding transition
function ı, and the pattern string P D ababaca. The entries corresponding to successful matches
between pattern and input characters are shown shaded. (c) The operation of the automaton on the
text T D abababacaba. Under each text character T Œi� appears the state �.Ti / that the automa-
ton is in after processing the prefix Ti . The automaton finds one occurrence of the pattern, ending in
position 9.

The suffix function 	 is well defined since the empty string P0 D " is a suf-
fix of every string. As examples, for the pattern P D ab, we have 	."/ D 0,
	.ccaca/ D 1, and 	.ccab/ D 2. For a pattern P of length m, we have
	.x/ D m if and only if P � x. From the definition of the suffix function,
x � y implies 	.x/ � 	.y/.

We define the string-matching automaton that corresponds to a given pattern
P Œ1 : : m� as follows:

Konvention: Rückkanten zu Zustand 0 werden nicht gezeichnet.
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Zustandsfunktion

Definition

Die Zustandsübergangsfunktion δ kann kanonisch auf Wörter
fortgesetzt werden. Wir erhalten die Zustandsfunktion
φ : Σ∗ → Q mit

φ(ε) = q0

φ(wa) = δ(φ(w), a).

• φ(w) ist der Zustand des DFA nach Abarbeitung von w

• Automat akzeptiert ein Wort w gdw. φ(w) ∈ A
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Arbeitsweise des Automaten (Beispiel)
32.3 String matching with finite automata 997
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The suffix function 	 is well defined since the empty string P0 D " is a suf-
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The suffix function 	 is well defined since the empty string P0 D " is a suf-
fix of every string. As examples, for the pattern P D ab, we have 	."/ D 0,
	.ccaca/ D 1, and 	.ccab/ D 2. For a pattern P of length m, we have
	.x/ D m if and only if P � x. From the definition of the suffix function,
x � y implies 	.x/ � 	.y/.

We define the string-matching automaton that corresponds to a given pattern
P Œ1 : : m� as follows:
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Suffixfunktion

Fixiere ein P.

Definition

Die Suffixfunktion σ : Σ∗ → { 1, . . . ,m } ist gegeben durch

σ(x) = max { k | Pk w x } .

• σ(x) = Länge des längsten Präfixes von P, der ein Suffix von x
ist
• = Länge des längsten Suffixes von x , der ein Präfix von P ist
• x endet mit den ersten σ(w) Zeichen von P
• Beispiel mit P = ab

σ(ε) = 0

σ(ccaca) = 1

σ(ccab) = 2

• Bemerke: σ(x) = m gdw. x endet mit P
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Zeichenkettenabgleichsautomat

Sei P[1 . .m] ein Muster. Dann definieren wir den
Zeichenkettenabgleichsautomat M = (Q, q0,A,Σ, δ) wie folgt:

Q = { 0, 1, . . . ,m }
q0 = 0

A = {m}
Σ = gegeben

δ(q, a) = σ(Pqa) für alle q ∈ Q und a ∈ Σ

• Invariante

φ(Ti ) = σ(Ti )

• D.h.: Automat “berechnet” die Suffixfunktion
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Intuition

Nach Verabeitung von Ti :

• Aktueller Zustand q = Anzahl der abgeglichenen Zeichen

• Automat liest nächstes Zeichen T [i + 1] = a

• Automat soll dann zum längsten Präfix von P wechseln, der ein
Suffix von Ti+1 = Tia ist → σ(Tia)

• Es gilt σ(Tia) = σ(Pqa) (Lemma F34)

• Fall 1: a = P[q + 1], d.h. passt zum Muster
I Automat bewegt sich zu Zustand q′ = q + 1

• Fall 2: a 6= P[q + 1]
I Automat bewegt sich in einen Zustand q′ ≤ q sodass Pq′ w Ti+1

und q maximal
I D.h. in Zustand q′ = σ(Pqa)
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Simulation (Pseudo-Code)

Finite-Automaton-Matcher(T , δ,m)
1: n← T .length
2: q ← 0
3: for i ← 1 to n
4: q ← δ(q,T [i ])
5: if q = m
6: s ← i −m
7: Print “Pattern occurs with shift s”

• Laufzeit Θ(n)

• Vorab notwendig: Berechnung von δ
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Korrektheit (1)

Lemma (Suffixfunktionsungleichung)

Sei x ∈ Σ∗ ein Wort und a ∈ Σ ein Buchstabe. Dann gilt

σ(xa) ≤ σ(x) + 1.

Beweis.

• Sei r = σ(xa)
• Wenn r = 0, folgt Behauptung da σ nicht-negativ
• Sei r > 0, dann Pr w xa nach Definition von σ
• Somit Pr−1 w x und demzufolge σ(x) ≥ r − 1
• Zusammen σ(xa) = r ≤ σ(x) + 1

32.3 String matching with finite automata 999

x

a

Pr

Pr–1

Figure 32.8 An illustration for the proof of Lemma 32.2. The figure shows that r � 	.x/ C 1,
where r D 	.xa/.

To clarify the operation of a string-matching automaton, we now give a simple,
efficient program for simulating the behavior of such an automaton (represented
by its transition function ı) in finding occurrences of a pattern P of length m in an
input text T Œ1 : : n�. As for any string-matching automaton for a pattern of length m,
the state set Q is f0; 1; : : : ; mg, the start state is 0, and the only accepting state is
state m.

FINITE-AUTOMATON-MATCHER.T; ı; m/

1 n D T: length
2 q D 0

3 for i D 1 to n

4 q D ı.q; T Œi �/

5 if q == m

6 print “Pattern occurs with shift” i �m

From the simple loop structure of FINITE-AUTOMATON-MATCHER, we can easily
see that its matching time on a text string of length n is ‚.n/. This matching
time, however, does not include the preprocessing time required to compute the
transition function ı. We address this problem later, after first proving that the
procedure FINITE-AUTOMATON-MATCHER operates correctly.

Consider how the automaton operates on an input text T Œ1 : : n�. We shall prove
that the automaton is in state 	.Ti / after scanning character T Œi �. Since 	.Ti/ D m

if and only if P � Ti , the machine is in the accepting state m if and only if it has
just scanned the pattern P . To prove this result, we make use of the following two
lemmas about the suffix function 	 .

Lemma 32.2 (Suffix-function inequality)
For any string x and character a, we have 	.xa/ � 	.x/C 1.

Proof Referring to Figure 32.8, let r D 	.xa/. If r D 0, then the conclusion
	.xa/ D r � 	.x/C 1 is trivially satisfied, by the nonnegativity of 	.x/. Now
assume that r > 0. Then, Pr � xa, by the definition of 	 . Thus, Pr�1 � x, by
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Korrektheit (2)

Lemma (F34, Suffixfunktionsrekursion)

Sei x ∈ Σ∗ ein Wort und a ∈ Σ ein Buchstabe. Dann gilt

q = σ(x) =⇒ σ(xa) = σ(Pqa)

Beweis.

• Sei r = σ(xa), dann Pr w xa und r ≤ q + 1 nach Ungleichung
• Da zusätzlich Pqa w xa gilt

I σ(Pqa) ≤ σ(xa)
I Pr w Pqa (Lemma F8) und somit σ(xa) = r ≤ σ(Pqa)

• Somit σ(Pqa) = σ(xa)
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x

a

aPq

Pr

Figure 32.9 An illustration for the proof of Lemma 32.3. The figure shows that r D 	.Pqa/,
where q D 	.x/ and r D 	.xa/.

dropping the a from the end of Pr and from the end of xa. Therefore, r�1 � 	.x/,
since 	.x/ is the largest k such that Pk � x, and thus 	.xa/ D r � 	.x/C 1.

Lemma 32.3 (Suffix-function recursion lemma)
For any string x and character a, if q D 	.x/, then 	.xa/ D 	.Pqa/.

Proof From the definition of 	 , we have Pq � x. As Figure 32.9 shows, we
also have Pqa � xa. If we let r D 	.xa/, then Pr � xa and, by Lemma 32.2,
r � qC 1. Thus, we have jPr j D r � qC 1 D jPqaj. Since Pqa � xa, Pr � xa,
and jPr j � jPqaj, Lemma 32.1 implies that Pr � Pqa. Therefore, r � 	.Pqa/,
that is, 	.xa/ � 	.Pqa/. But we also have 	.Pqa/ � 	.xa/, since Pqa � xa.
Thus, 	.xa/ D 	.Pqa/.

We are now ready to prove our main theorem characterizing the behavior of a
string-matching automaton on a given input text. As noted above, this theorem
shows that the automaton is merely keeping track, at each step, of the longest
prefix of the pattern that is a suffix of what has been read so far. In other words,
the automaton maintains the invariant (32.5).

Theorem 32.4
If � is the final-state function of a string-matching automaton for a given pattern P

and T Œ1 : : n� is an input text for the automaton, then

�.Ti / D 	.Ti /

for i D 0; 1; : : : ; n.

Proof The proof is by induction on i . For i D 0, the theorem is trivially true,
since T0 D ". Thus, �.T0/ D 0 D 	.T0/.
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Korrektheit (3)

Theorem

Sei φ die Zustandsfunktion eines Zeichenkettenabgleichsautomaten
für ein Muster P. Sei T [1 . . n] ein Text. Dann gilt für alle 0 ≤ i ≤ n

φ(Ti ) = σ(Ti ).

Beweis.

• Per Induktion über i

• Induktionsanfang (i = 0): Trivial, da T0 = ε und somit
φ(T0) = 0 = σ(T0)
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Korrektheit (4)

• Induktionsschritt: Es gelte IV φ(Ti ) = σ(Ti )
I Sei q = φ(Ti ) und T [i + 1] = a
I Es gilt

φ(Ti+1) = φ(Tia)

= δ(φ(Ti ), a) (nach Definition φ)

= δ(q, a) (nach Definition q)

= σ(Pqa) (nach Definition δ)

= σ(Tia) (nach Lemma F34 und IV)

= σ(Ti+1).
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Berechnen der Zustandsübergangsfunktion

Compute-Transition-Function(P,Σ)
1: m← P.length
2: for q ← 0 to m
3: for each character a ∈ Σ
4: k ← min(m + 1, q + 2)
5: repeat
6: k ← k − 1
7: until Pk w Pqa

8: δ(q, a)← k

9: return δ

• Laufzeit: O(m3|Σ|)
• Kann in O(m|Σ|) umgesetzt werden
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Beispiel

• Σ = { a, b, c }
• P = ababaca

• m = 7

q x k Pk Pqx δ(q, x)

0 a 1 a a 1
b 1 a b

0 ε b 0
c 1 a c

0 ε c 0
1 a 2 ab aa

1 a aa 1
b 2 ab ab 2
c 2 ab ac

1 a ac

0 ε ac 0
2 a 3 aba aba 3

b 3 aba abb

2 ab abb

1 a abb

0 ε abb 0
...
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Outline

1. Vorbetrachtung

2. Rabin-Karp-Algorithmus

3. Endliche Automaten

4. Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

5. Boyer-Moore-Algorithmus
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Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

• Endlicher Automat benötigt
I O(|Σ|m) zur Berechnung der Zustandsübergangsfunktion δ
I O(n) für die eigentliche Suche

• Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus (KMP) vermeidet
Berechnung von δ
I Verwendet Array π[1 . .m], welches für jedes a erlaubt, δ(q, a)

effizient zu berechnen
I π kann in O(m) berechnet werden → Faktor |Σ| eingespart
I Insgesamt O(m + n)
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Präfixfunktion (Vorbetrachtung)

Für π verwenden wir eine Präfixfunktion.

• Enthält Informationen darüber, wie ein Muster sich zu sich
selbst verhält, falls es gegenüber sich selbst verschoben wird

• Wird verwendet, um “unnötige” Verschiebungen im naiven
Algorithmus nicht zu testen

• Kernidee
I Sei P[1 . . q] = T [s + 1 . . s + q] für Verschiebung s
I Bemerke: für q < m kann s gültig oder ungültig sein
I Nehmen wir an, wir wüssten, dass s ungültig (oder q = m)
I Frage: Was ist dann die nächste Verschiebung s ′ > s, die gültig

sein könnte?
I Antwort: Kleinstes s ′ > s, sodass

P[1 . . k] = T [s ′ + 1 . . s + q]

mit k = q − (s ′ − s)?
I Verschiebungen in (s, s ′) brauchen nicht getestet zu werden
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Illustration

• P = ababaca
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(c)
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Figure 32.10 The prefix function � . (a) The pattern P D ababaca aligns with a text T so that
the first q D 5 characters match. Matching characters, shown shaded, are connected by vertical lines.
(b) Using only our knowledge of the 5 matched characters, we can deduce that a shift of s C 1 is
invalid, but that a shift of s0 D sC2 is consistent with everything we know about the text and therefore
is potentially valid. (c)We can precompute useful information for such deductions by comparing the
pattern with itself. Here, we see that the longest prefix of P that is also a proper suffix of P5 is P3.
We represent this precomputed information in the array � , so that �Œ5� D 3. Given that q characters
have matched successfully at shift s, the next potentially valid shift is at s0 D sC.q��Œq�/ as shown
in part (b).

known portion of the text, it is a suffix of the string Pq. Therefore, we can interpret
equation (32.6) as asking for the greatest k < q such that Pk � Pq. Then, the new
shift s0 D sC.q�k/ is the next potentially valid shift. We will find it convenient to
store, for each value of q, the number k of matching characters at the new shift s0,
rather than storing, say, s0 � s.

We formalize the information that we precompute as follows. Given a pattern
P Œ1 : : m�, the prefix function for the pattern P is the function � W f1; 2; : : : ; mg !
f0; 1; : : : ; m � 1g such that

�Œq� D max fk W k < q and Pk � Pqg :

That is, �Œq� is the length of the longest prefix of P that is a proper suffix of Pq.
Figure 32.11(a) gives the complete prefix function � for the pattern ababaca.

• Verschiebung s + 1 muss ungültig sein, da

P[1] = a 6= b = T [(s + 1) + 1]

• Aber: Verschiebung s ′ = s + 2 konsistent mit P bis s + q
→ Somit potentiell gültig
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Figure 32.10 The prefix function � . (a) The pattern P D ababaca aligns with a text T so that
the first q D 5 characters match. Matching characters, shown shaded, are connected by vertical lines.
(b) Using only our knowledge of the 5 matched characters, we can deduce that a shift of s C 1 is
invalid, but that a shift of s0 D sC2 is consistent with everything we know about the text and therefore
is potentially valid. (c)We can precompute useful information for such deductions by comparing the
pattern with itself. Here, we see that the longest prefix of P that is also a proper suffix of P5 is P3.
We represent this precomputed information in the array � , so that �Œ5� D 3. Given that q characters
have matched successfully at shift s, the next potentially valid shift is at s0 D sC.q��Œq�/ as shown
in part (b).

known portion of the text, it is a suffix of the string Pq. Therefore, we can interpret
equation (32.6) as asking for the greatest k < q such that Pk � Pq. Then, the new
shift s0 D sC.q�k/ is the next potentially valid shift. We will find it convenient to
store, for each value of q, the number k of matching characters at the new shift s0,
rather than storing, say, s0 � s.

We formalize the information that we precompute as follows. Given a pattern
P Œ1 : : m�, the prefix function for the pattern P is the function � W f1; 2; : : : ; mg !
f0; 1; : : : ; m � 1g such that

�Œq� D max fk W k < q and Pk � Pqg :

That is, �Œq� is the length of the longest prefix of P that is a proper suffix of Pq.
Figure 32.11(a) gives the complete prefix function � for the pattern ababaca.
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Präfixfunktion

• Die nächste potentiell gültige Verschiebung können wir
vorberechnen, indem wir das Muster mit sich selbst vergleichen
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the first q D 5 characters match. Matching characters, shown shaded, are connected by vertical lines.
(b) Using only our knowledge of the 5 matched characters, we can deduce that a shift of s C 1 is
invalid, but that a shift of s0 D sC2 is consistent with everything we know about the text and therefore
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We represent this precomputed information in the array � , so that �Œ5� D 3. Given that q characters
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known portion of the text, it is a suffix of the string Pq. Therefore, we can interpret
equation (32.6) as asking for the greatest k < q such that Pk � Pq. Then, the new
shift s0 D sC.q�k/ is the next potentially valid shift. We will find it convenient to
store, for each value of q, the number k of matching characters at the new shift s0,
rather than storing, say, s0 � s.

We formalize the information that we precompute as follows. Given a pattern
P Œ1 : : m�, the prefix function for the pattern P is the function � W f1; 2; : : : ; mg !
f0; 1; : : : ; m � 1g such that

�Œq� D max fk W k < q and Pk � Pqg :

That is, �Œq� is the length of the longest prefix of P that is a proper suffix of Pq.
Figure 32.11(a) gives the complete prefix function � for the pattern ababaca.

• Warum?
I T [s + 1 . . s + q] = P[1 . . q] → T [s ′ + 1 . . s + q] w Pq

I Bemerke: P3 ist längster Präfix von P, der echter Suffix von P5 ist

• Im Allgemeinen: Präfixfunktion ist gegeben durch

π[q] = max { k | k < q ∧ Pk w Pq }

• Nächste potentiell gültige Verschiebung liegt dann bei

s ′ = s + (q − π[q])

43 / 60



Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus (Pseudo-Code)

KMP-Matcher(T ,P)
1: n← T .length
2: m← P.length
3: π ← Compute-Prefix-Function(P)
4: q ← 0
5: for i ← 1 to n
6: while q > 0 and P[q + 1] 6= T [i ]
7: q ← π[q]

8: if P[q + 1] = T [i ]
9: q ← q + 1

10: if q = m
11: Print “Pattern occurs with shift i −m”
12: q ← π[q]

• Amortisierte Analyse: Θ(n) Laufzeit ohne Berechnung π (Z. 3)
I q wird nur in Z. 9 erhöht, in Z. 7 aber erniedrigt
I Da q > 0 in Z. 7, wird Z. 7 nicht öfter ausgeführt als Z.9
→ O(n) insgesamt 44 / 60



Berechnung der Präfixfunktion (Pseudo-Code)

Compute-Prefix-Function(P)
1: m← P.length
2: π[1]← 0
3: k ← 0
4: for q ← 2 to m
5: while k > 0 and P[k + 1] 6= P[q]
6: k ← π[k]

7: if P[k + 1] = P[q]
8: k ← k + 1

9: π[q]← k

10: return π

• Amortisierte Analyse: Θ(m) Laufzeit
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Beispiel (P = ababaca, m = 7)

q Pq k Pk+1 Bemerkung

1 a 0 a π[1]← 0
2 ab 0 a Verlassen Z. 5 ( 6=)

0 π[2]← 0
3 aba 0 a Verlassen Z. 5 (=)

1 π[3]← 1
4 abab 1 ab Verlassen Z. 5 (=)

2 π[4]← 2
5 ababa 2 aba Verlassen Z. 5 (=)

3 π[5]← 3
6 ababac 3 abab

1 ab

0 a Verlassen Z. 5 ( 6=)
0 π[6]← 0

7 ababaca 0 a Verlassen Z. 5 (=)
1 π[7]← 1
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Outline

1. Vorbetrachtung

2. Rabin-Karp-Algorithmus

3. Endliche Automaten

4. Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

5. Boyer-Moore-Algorithmus
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Boyer-Moore-Algorithmus

• Oft in der Praxis verwendet (z.B. grep)

• Insbesondere gut geeignet wenn
I Alphabet groß
I Muster lang

• Wie vorab
I Muster und Text werden ausgerichtet und verglichen
I Muster wird nach rechts verschoben

• Drei neue Ideen
I Muster wird von rechts nach links mit Eingabe verglichen
I Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel
I Gültiger-Suffix-Verschiebungsregel

• Damit
I Oft weniger als m+n Zeichen betrachtet (sublineare Zeit)
I Linear im Worst Case (mit bestimmten Erweiterungen, wie KMP)
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Von rechts nach links

1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
T : x p b c t b x a b p q x c t b p q · · ·

P (s = 12): t p a b x a b

• Für jede Verschiebung wird P mit T von rechts nach links
verglichen

• Im Beispiel: Nichtübereinstimmung von Position T [15] mit P[3]
→ s ist ungültig

• Wiederum: Was ist die kleinste potentiell gültige Verschiebung
s ′ > s?
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Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel (Beispiel)

1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
T : x p b c t b x a b p q x c t b p q · · ·

P (s = 12): t p a b x a b

P (s ′ = 14): t p a b x a b

P (s ′′ = 21): t p a b x a b

• Idee: Das ungültige Zeichen T [15] = t korrigieren
I Dazu muss P mindestens 2 Zeichen nach rechts verschoben werden
I Somit s ′ = 14 und Zeichen T [15] = T [s ′ + 1] = P[1] gültig

• Jetzt: Das ungültige Zeichen T [21] = q korrigieren
I q kommt nicht in P vor
I Gültige Verschiebung kann T [21] nicht enthalten
→ P nach T [21] verschieben

I Somit s ′′ = 21
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Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel

• Sei R(x) für x ∈ Σ die Position des letzten Vorkommens von
x in P wenn x ∈ P bzw. 0 wenn x /∈ P

• Es gelte für eine Verschiebung s, dass
I Die m − i rechten Zeichen des Musters mit dem Text

übereinstimmen (P[i + 1 . .m] = T [s + i + 1 . . s + m])
I Das nächste Zeichen ungültig ist, d.h. P[i ] 6= T [s + i ]

• Dann besagt die Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel,
dass P um

max[1, i − R(T [s + i ])]

Positionen nach rechts verschoben wird
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Diskussion

• Nach Anwendung der Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel gilt:
I Falls R(T [s + i ]) < i : das ungültige Zeichen stimmt mit dem

entsprechenden Zeichen des verschobenen Muster überein
I Falls R(T [s + i ]) = 0: das Muster wird hinter das ungültige

Zeichen verschoben
I Falls R(T [s + i ]) > i : Das Muster wird nur um ein Zeichen

verschoben

• Sehr effektiv, wenn Fehler am Ende des Musters auftritt

• Aber: Ineffektiv wenn ungültiges Zeichen rechts von P[i ]
vorkommt

1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
T ′: x p b c t b x b b p q x c t b p q · · ·

P (s = 2): t p a b x a b

P (s ′ = 3): t p a b x a b
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Erweiterte Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel

• Erweiterte Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel:
Betrachte nicht alle Zeichen in P, sondern nur die Zeichen links
der Nichtübereinstimmung
• D.h. verwende anstelle von R(x) eine Funktion Ri (x), welche die

Position des letzten Vorkommens von x in Pi−1 liefert bzw. 0
wenn x /∈ Pi−1
I Kann durch absteigend sortierte Listen L[x ] ⊆ { 1, . . . ,m } in

O(m) Speicherplatz repräsentiert werden
I Vorverarbeitung O(m) Laufzeit
I Berechnung Ri (x) mittels Durchlauf durch Liste in O(m − i)
→ Finden der Nichtübereinstimmung ist ebenso O(m − i)

1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
T ′: x p b c t b x b b p q x c t b p q · · ·

P (s = 2): t p a b x a b

P (s ′ = 4): t p a b x a b
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Erweiterte Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel
(Beispiel)

Hier ist ein umfangreicheres Beispiel der Regel.

Beispiel | | | | | |

Beispiel | | | | |

Beispiel | | | |

Beispiel | | |

Beispiel | |

Beispiel| |

Beispiel |

Beispiel

Beispiel
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Gültiger-Suffix-Verschiebungsregel (Idee)

1 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
T : p r s t a b s t u b a b v q x r s t· · ·

P (s = 2): q c a b d a b d a b

P (s ′ = 8): q c a b d a b d a b

• Ungültiges-Zeichen-Verschiebungsregel oft effektiv, aber
I Weniger effektiv für kleine Alphabete
I Keine lineare Worst Case-Laufzeit

• Deswegen: Gültiger-Suffix-Verschiebungsregel
I Ausnutzen des schon abgeglichenen Suffixes

(d.h. dass P[i . .m] = T [s + i . . s + m])
I Idee: Muster wird nach rechts verschoben sodass

I Abgeglichener Suffix immer noch übereinstimmt und
I Zeichen an Position der Nichtübereinstimmung 6= P[i − 1]
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Vorverarbeitung

• Sei L′(i) die größte Position kleiner m sodass

P[i . .m] w P[1 . . L′(i)]

und

P[i − 1 . .m] 6w P[1 . . L′(i)],

→ Vorletztes Auftreten des abgeglichenen Suffixes mit verschie-
denem Zeichen davor

• L′(i) = 0 wenn keine Position Bedingungen erfüllt

• Beispiel: P = cabdabdab
I L′(9) = 0, L′(8) = 3, L′(7) = L′(6) = 0, L′(5) = 6

• Alle L(i) sowie σ(P[i . .m]) können für alle i in O(m) Laufzeit
berechnet werden
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Gültiger-Suffix-Verschiebungsregel

• Es gelte für eine Verschiebung s, dass
I Die m − i + 1 rechten Zeichen des Musters mit dem Text

übereinstimmen (P[i . .m] = T [s + i . . s + m])
I Das nächste Zeichen ungültig ist, d.h. P[i − 1] 6= T [s + i − 1]

• Nach der Gültiger-Suffix-Verschiebungsregel wird P wie folgt
nach rechts verschoben:
1. Wenn L′(i) > 0: um m − L′(i) Zeichen
2. Wenn L′(i) = 0: um m − σ(P[i . .m]) Zeichen
3. Wenn P gefunden: um m − σ(P[2 . .m]) Zeichen

• Beispiel
I m = 8
I Fall 3: σ(P[2 . .m]) = 5 (abcab) → Um 3 Positionen
I Fall 2: σ(P[7 . . 8]) = 2 (ab) → Um 6 Positionen

T : a b c a b c a b a a b · · ·
P: a b c a b c a b

a b c a b c a b

a b c a b c a b
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Diskussion

• Beide Verschiebungsregeln sind effektiv

• Werden in der Praxis kombiniert
I Mehrere Varianten
I z.B.: Ungültiges-Zeichen-Regel wenn erster Zeichenvergleich

fehlschlägt, sonst Gültiger-Suffix-Regel
I z.B.: Immer das Maximum beider Regeln

• O(n + m) Laufzeit wenn Muster nicht im Text vorkommt

• Sonst Θ(nm) Worst Case-Laufzeit (T = an, P = am)

• Aber mit Modifikation (Regel von Galil): O(m + n) in allen
Fällen
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Outline

1. Vorbetrachtung

2. Rabin-Karp-Algorithmus

3. Endliche Automaten

4. Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus

5. Boyer-Moore-Algorithmus
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Zum Nachlesen

• CLRS, Ch. 32, String Matching

• Dan Gusfield
Ch. 2: Exact Matching: Classical Comparison-Based Methods
in Algorithms on Strings, Trees, and Sequences
Cambridge University Press, 1997
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Problemlösen durch Suchen

• Wir suchen eine optimale Lösung für ein Problem

• Manchmal ist das Überprüfen aller Möglichkeiten (exhaustive
search) die einzige Möglichkeit

• Aber
I Möglichkeiten sollen systematisch durchsucht werden
I Kein wiederholtes Überprüfen einer Möglichkeit
I Möglichlichst schnelles Finden einer Lösung

• Dazu werden Suchalgorithmen verwendet, oft:
I Backtracking
I Branch-and-Bound
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Outline

1. Suchbäume

2. Backtracking

3. Memoization

4. Branch-and-Bound
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Ausgangssituation

• System mit endlich vielen Zuständen (Möglichkeiten,
Konfigurationen)

• Gesucht sind Zustände, die ein bestimmtes Kriterium erfüllen =
Lösungszustände
• Zustände haben “Struktur”

I Jeder Zustand lässt sich durch eine Folge von Werten darstellen
I Genauer: Zustand durch ein n-Tupel (x1, . . . , xn),
I xi ∈ Si und |Si | <∞, i = 1 . . . n
I n kann für verschiedene Zustände verschieden sein

• Beispiel
I Si = S , i = 1 . . . n, |S | = d
I Zustandsraum Z = Sn der Größe dn

• Zustandsraum kann dadurch baumartig organisiert werden
→ Erleichtert systematische Überprüfung
• Zwei Arten

1. Zustände entsprechen den Blättern
2. Zustände entsprechen den Knoten
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Variante 1: Zustände entsprechen Blättern

• S = Si , i = 1 . . . 3

• S = { 1, 2, 3 }
• Z = S3 = { (1, 1, 1), (1, 1, 2), . . . , (3, 3, 3) }
• x ∈ Z beschrieben durch x = (x1, x2, x3)

Prof. Dr. Majster-Cederbaum

9 Backtracking und Branch and Bound

9.1 Darstellung von Zustandsräumen als Bäume

Manchmal muß man für ein Problem eine optimale Lösung suchen, für das uns von
der Theorie keine Hilfsinformation zur Verfügung steht, so daß als einzige Möglich-
keit verbleibt,

”
alle Möglichkeiten zu prüfen“(= Exhaustive Search). Ein solches

Überprüfen aller Möglichkeiten oder aller plausiblen Möglichkeiten kann systema-
tisch so durchgeführt werden, daß man wiederholtes Überprüfen vermeidet und den
Suchraum reduziert. Dazu werden im allgemeinen folgende Techniken verwendet:

• Backtracking

• Branch and Bound.

Ausgangssituation
Ein System habe endlich viele Zustände. Gesucht ist ein oder mehrere Zustände,
die ein bestimmtes Kriterium erfüllen, diese nennen wir Lösungszustände. Dabei
muß sich ein Zustand als n-Tupel (x1, . . . , xn) mit xi ∈ Si, |Si| < ∞ (wobei n für
verschiedene Zustände verschieden sein kann) beschreiben lassen.

Beispiel: Si = S, i = 1 . . . n, |S| = d. Zustandsraum Z = Sn der Größe dn.

Eine systematische Überprüfung des Zustandsraums wird durch eine baumartige Or-
ganisation des Zustandsraumes erleichtert. Der Zustandsraum kann auf zwei Arten
auf einen Baum abgebildet werden.

• I) Zustände entsprechen Blättern des Baumes.

• II) Zustände entsprechen Knoten des Baumes.

1. Beispiel zu I: S = Si, i = 1 . . . 3, S = {1, 2, 3}, Z = S3, x ∈ Z, x = (x1, x2, x3)

x1 = 1
x1 = 2

x1 = 3

x2 = 1
x2 = 2

x2 = 3 x2 = 1
x2 = 2

x2 = 3 x2 = 1
x2 = 2

x2 = 3

x3 = 1

⇒ 27 Blätter, jedes Blatt entspricht einem Element aus Z.

1. Beispiel zu II: Sei Z = {0, 1} ∪ {0, 1}2 ∪ {0, 1}3 und Z ′ ⊆ Z,

Z ′ = {(0), (0, 0), (1, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0)}

105 Algorithmen und Datenstrukturen
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Beispiel: Teilsummenproblem

• Gegeben: W = {w1, . . . ,wn } ∈ Rn, alle wi > 0, M ∈ R
• Gesucht: Alle Teilmengen U ⊆W mit

∑
w∈U = M

• Zustandsraum Z = { 0, 1 }n repräsentiert alle Teilmengen von W

• Zustand U ⊆W repräsentiert durch

(x1, . . . , xn) mit xi = 1⇔ wi ∈ U

• Lösungsraum: { (x1, . . . , xn) |∑xi=1 wi = M }
• Beispiel

I W = (11, 13, 24, 7), M = 31
I 1. Lösung: (1, 1, 0, 1) entspricht { 11, 13, 7 }
I 2. Lösung: (0, 0, 1, 1) entspricht { 24, 7 }
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Variante 2: Zustände entsprechen Knoten

• Z = { 0, 1 } ∪ { 0, 1 }2 ∪ { 0, 1 }3

• Z ′ = { (0), (0, 0), (1, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) } ⊆ Z markiert

Eine Darstellung:

Prof. Dr. Majster-Cederbaum

(0) (1)

(0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

(0, 0, 0) (0, 0, 1) (0, 1, 0) (0, 0, 1) (1, 0, 0) (1, 0, 1) (1, 1, 0) (1, 1, 1)

Die unterstrichenen Knoten repräsentieren die Zustände in Z ′.

Andere Darstellung:

0 1

0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

2. Beispiel zu I:

• Gegeben: wi ∈ IR, 1 ≤ i ≤ n, M ∈ IR, wi > 0.

• Gesucht: alle Teilmengen U ⊆ {w1, ..., wn} mit
∑
x∈U

x = M .

• Zustandsraum: Z = {0, 1}n repräsentiert alle Teilmengen von {w1, ..., wn}.
U ⊆ {w1, ..., wn} wird dargestellt durch:

{(x1, . . . , xn)|xi = 1⇔ wi ∈ U}.

• Lösungsraum: {(x1, . . . , xn)|
∑
xi=1

wi = M}

Beispiel: (w1, w2, w3, w4) = (11, 13, 24, 7), M = 31.
1. Lösung: (1, 1, 0, 1).
2. Lösung: (0, 0, 1, 1).

2. Beispiel zu II:

• Gegeben: wi ∈ IR, 1 ≤ i ≤ n, M ∈ IR, wi > 0.

• Gesucht: alle Teilmengen U ⊆ {w1, ..., wn} mit
∑
x∈U

x = M .
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Eine andere Darstellung:

Prof. Dr. Majster-Cederbaum

(0) (1)

(0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

(0, 0, 0) (0, 0, 1) (0, 1, 0) (0, 0, 1) (1, 0, 0) (1, 0, 1) (1, 1, 0) (1, 1, 1)

Die unterstrichenen Knoten repräsentieren die Zustände in Z ′.

Andere Darstellung:

0 1

0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

2. Beispiel zu I:

• Gegeben: wi ∈ IR, 1 ≤ i ≤ n, M ∈ IR, wi > 0.

• Gesucht: alle Teilmengen U ⊆ {w1, ..., wn} mit
∑
x∈U

x = M .

• Zustandsraum: Z = {0, 1}n repräsentiert alle Teilmengen von {w1, ..., wn}.
U ⊆ {w1, ..., wn} wird dargestellt durch:

{(x1, . . . , xn)|xi = 1⇔ wi ∈ U}.

• Lösungsraum: {(x1, . . . , xn)|
∑
xi=1

wi = M}

Beispiel: (w1, w2, w3, w4) = (11, 13, 24, 7), M = 31.
1. Lösung: (1, 1, 0, 1).
2. Lösung: (0, 0, 1, 1).

2. Beispiel zu II:

• Gegeben: wi ∈ IR, 1 ≤ i ≤ n, M ∈ IR, wi > 0.

• Gesucht: alle Teilmengen U ⊆ {w1, ..., wn} mit
∑
x∈U

x = M .

106 Algorithmen und Datenstrukturen

7 / 39



Beispiel: Teilsummenproblem (1)

• Gegeben: W = {w1, . . . ,wn } ∈ Rn, alle wi > 0, M ∈ R
• Gesucht: Alle Teilmengen U ⊆W mit

∑
w∈U = M

• Zustandsraum:

Z = { (x1, . . . , xk) | xj ∈ { 1, . . . , n } , 1 ≤ j ≤ k ≤ n,

xi 6= xj für i 6= j}

repräsentiert wiederrum alle nicht-leeren Teilmengen von W

• Lösungsraum { (x1, . . . , xk) |∑k
j=1 wxj = M }

• Beispiel
I W = (11, 13, 24, 7), M = 31
I 1. Lösung: (1, 2, 4) entspricht { 11, 13, 7 }
I 2. Lösung: (3, 4) entspricht { 24, 7 }

• Beobachtung: (1, 2, 4) und (2, 4, 1) beschreiben gleiche Lösung
→ Schränke Zustandsraum ein: zusätzlich xi < xj für i < j
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Beispiel: Teilsummenproblem (2)

Prof. Dr. Majster-Cederbaum

• Zustandsraum: Z = {(x1, . . . , xk)|xj ∈ {1, . . . , n}, 1 ≤ j ≤ k ≤ n, xi 6=
xj für i 6= j} repräsentiert alle Teilmengen von {w1, . . . , wn}.

• Lösungsraum: {(x1, . . . , xi) ∈ Z|
i∑

j=1

xj = M}

Zum Beispiel sei (w1, w2, w3, w4) = (11, 13, 24, 7) und M = 31.
Die Lösung {w1, w2, w4} wird dargestellt durch (1, 2, 4).
Weitere Lösung {w3, w4} wird dargestellt durch (3, 4).

Beobachtung: (1, 2, 4) und (2, 4, 1) beschreiben die gleiche Lösung, also schränke ein
auf Tupel (x1, . . . , xk) mit

xi < xi+1 i = 1...k − 1.

Baumdarstellung für n = 4 : für obiges Beispiel

(1) (2) (3) (4)

(1, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 3) (2, 4) (3, 4)

(1, 2, 3) (1, 2, 4) (1, 3, 4) (2, 3, 4)

(1, 2, 3, 4)

Jeder Knoten entspricht einer möglichen Lösung. Die unterstrichenen Knoten sind
Lösungen.

Andere Darstellung:

x1 = 1

x1 = 2 x1 = 3

x1 = 4

x2 = 2
x2 = 3

x2 = 4
x2 = 3

x2 = 4
x2 = 4

x3 = 3
x3 = 4 x3 = 4 x3 = 4

x4 = 4

107 Algorithmen und Datenstrukturen

• Lösungen unterstrichen (W = (11, 13, 24, 7), M = 31)
• Beobachtung

1. Ist ein Knoten eine Lösung, so sind alle Nachfahren keine Lösung
2. Ist in einem Knoten der Wert M bereits überschritten, so sind alle

Nachfahren keine Lösung

• Dadurch Optimierung möglich
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Baumerzeugung

• Bäume werden in der Regel dynamisch erzeugt

• Erst die Wurzel, dann weitere Knoten

• Wie explorieren? → viele Varianten

• Tiefensuche
I Niedriger Speicheraufwand (nur aktueller Pfad)
I Lösungen weit oben im Baum werden ggf. spät gefunden

• Breitensuche
I Höherer Speicheraufwand (nicht abgearbeitete Zustände)
I Lösungen weit oben im Baum werden schneller gefunden

• Kostenbasierte Suche
I Knoten werden “bewertet”
I Der Knoten mit der besten Bewertung wird expandiert
I Bewertung mit Hilfe von

I Heuristiken
I Kostenfunktion für Optimierungsprobleme

• . . .
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Outline

1. Suchbäume

2. Backtracking

3. Memoization

4. Branch-and-Bound
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Backtracking

Try(x1, . . . , xk)
1: if (x1, . . . , xk) is a solution
2: Print “(x1, . . . , xk)”, optionally halt

3: for each xk+1 ∈ T (x1, . . . , xk)
4: if B(x1, . . . , xk , xk+1)
5: Try(x1, . . . , xk , xk+1)

• T (x1, . . . , xk) liefert alle möglichen Werte für xk+1 unter der
Voraussetzung, das x1, . . . , xk schon gewählt sind
• B(x1, . . . , xk , xk+1) ist eine Beschränkungsfunktion

I Gibt an, ob Weg x1, . . . , xk , xk+1 zu einem Lösungszustand
fortgeführt werden kann

I Wenn False, dann keine Lösung mit Präfix x1, . . . , xk , xk+1

I In Praxis oft entscheidend für Laufzeit

• Backtracking entspricht einer Tiefensuche

• Kann verwendet werden, um eine Lösung oder alle Lösungen zu
finden
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n-Damen-Problem

• n Damen auf n × n so auf Schachfeld platzieren, dass sie sich
nicht gegenseitig bedrohen

• Also: Pro Zeile/Spalte/Diagonale nur eine Dame

• Beispiellösung für n = 8
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Eine einfache Lösung mit Backtracking

• Beobachtung: In jeder Zeile und Spalte muss genau eine Dame
stehen

• Zustandsraum somit Menge der Permutationen von { 1, . . . , n }
I In Zeile i steht Dame auf Position xi
I xi 6= xj für i 6= j

• Somit ist T (x1, . . . , xk) = { 1, . . . , n } \ { x1, . . . , xk } die Menge
der noch nicht verwendeten Spalten

• Einfache Variante: alle Permutationen probieren,
d.h. B(. . .) = true
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Beispiel (n = 4)

Prof. Dr. Majster-Cederbaum

1 2 3 4
1 *
2 *
3 *
4 *

und

1 2 3 4
1 *
2 *
3 *
4 *

Lösungen und der Baum hat für n = 4 die Form:

x1 :

x2 :

x3 :

x4 :

Lösung Lösung

1 2 3 4

2
3

4 1
3

4 1
2

4 1
2

3

3 4 2 4 2 3 3 4 1 4 1 3 2 4 1 4 1 2 2 3 2 3 1 2

4 3 4 2 3 2 4 3 4 1 3 1 4 2 4 1 2 1 3 2 3 1 2 1

Beschränkungsfunktion für das n-Damen-Problem
Die Dame in Zeile i und Spalte j und die Dame in Zeile k und Spalte l mit j 6= l
für i 6= k bedrohen sich, wenn

• α) (i− j) = (k − l)

oder

• β) (i+ j) = (k + l)

Aus α) folgt (j − l) = (i − k) und aus β) (j − l) = (k − i). Also bedrohen sich die
Damen genau dann, wenn |j − l| = |i− k|.
Sei x[1 . . . n] ein Feld und x[1], ..., x[k − 1] enthalten die Positionen für die ersten
k − 1 Damen, so daß keine zwei Damen sich bedrohen. x[k] sei ein vorgeschlagener

110 Algorithmen und Datenstrukturen

• n = 4 → 24 mögliche Zustände

• n = 8 → 40 320 mögliche Zustände

• n = 12 → 479 001 600 mögliche Zustände

• n = 20 → > 2.4 · 1018 mögliche Zustände
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Eine verbesserte Lösung (1)

• Beschränkungsfunktion wichtig für Backtracking-basierte
Verfahren

• Für das n-Damen-Problem
I Überprüfen, dass neu gesetzte Dame keinen Konflikt hervorruft
I Zeilen und Spalten konstruktionsbedingt konfliktfrei
I Es fehlt: Überprüfen, dass Dame (k + 1, xk+1) auf keiner schon

besetzten Diagonale liegt

• Für n = 8 → 2 057 Zustände (davon 92 Lösungen, Animation)
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Eine verbesserte Lösung (2)

• Dazu /-Diagonalen und \-Diagonalen nummerieren
I Dame (i , j) liegt auf /-Diagonale i + j − 1
I Dame (i , j) liegt auf \-Diagonale i − j + n
I B(x1, . . . , xk+1) = true gdw. |k − j + 1| 6= |xk+1 − xj | für 1 ≤ i ≤ k

(i , j) 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 3 4 5
3 3 4 5 6
4 4 5 6 7
i + j − 1

(i , j) 1 2 3 4

1 4 3 2 1
2 5 4 3 2
3 6 5 4 3
4 7 6 5 4
i − j + n

• Schnellere Implementierung (DEMO)
I Verwendete Spalten und Diagonalen inkrementell warten
I 3 Boolesche Felder: used-col, used-diag, used-bdiag
I Bei jeder Expandierung testen/setzen
I Bei jedem Backtracking-Schritt löschen
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Verwendung von Heuristiken

• Wenn wir nur eine Lösung suchen, ist es hilfreich,
vielversprechende Zustände zuerst auszuprobieren

• Heuristiken sind Kriterien, Methoden, oder Prinzipien die aus
verschiedenen möglichen Aktionen die vielversprechendste
heraussuchen

• Repräsentieren Kompromiss zwischen
I Notwendigkeit von einfachen Kriterien
I Korrekte Unterscheidung zwischen guten und schlechten Aktionen

• Heuristiken können z.B. Daumenregeln sein

• Wir bewerten also jeden nicht-expandierten Zustand mit Hilfe
der Heuristik und wählen dann jeweils den besten aus
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Heuristiken für n-Damen-Problem

• Eine Möglichkeit
I Wähle in jedem Schritt einen Zustand, der mindestens einen

Lösungszustand als Nachfolger hat
I Garantierte Lösung nach n Schritten
I Aber: Wie berechnen ohne das Problem selbst zu lösen?
→ Kein guter Kompromiss

• Mögliche Ansätze
I Minimale Anzahl der nicht-bedrohten Felder
I Minimale Anzahl der nicht bedrohten Felder in einer Zeile
I Zeilen mit den wenigsten nicht-bedrohten Feldern zuerst

abarbeiten
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Beispiel (1)

Examples for Search Problems
8-Queens Problem

Incremental placement of queens:

Q

Q

Q

CBA

S:I-2 Introduction © STEIN/LETTMANN 1998-201420 / 39Stein, Lettmann

http://www.uni-weimar.de/medien/webis/teaching/lecturenotes/search/unit-en-representation1.pdf


Beispiel (2)

Examples for Search Problems
8-Queens Problem (continued)

Analysis of the current board:

Q

Q

Q

CBA

S:I-3 Introduction © STEIN/LETTMANN 1998-2014

• Momentan: 14 nicht-bedrohte Felder, minimal 3 in einer Zeile

21 / 39Stein, Lettmann
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Beispiel (3)

Examples for Search Problems
8-Queens Problem (continued)

Analysis of possible successor boards:

Q

Q

Q

CBA

Q

Q

Q

CBA

Q

Q

Q

CBA

q Each queen defines constraints (restrictions).

q Monotonic situation: constraint violations cannot be repaired.

S:I-5 Introduction © STEIN/LETTMANN 1998-2014

• Wahl von A: 8 nicht-bedrohte Felder, minimal 1 in einer Zeile

• Wahl von B: 9 nicht-bedrohte Felder, minimal 1 in einer Zeile

• Wahl von C : 10 nicht-bedrohte Felder, minimal 2 in einer Zeile

22 / 39Stein, Lettmann
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Lösung des Teilsummenproblems mit Backtracking

• Gegeben: W = {w1, . . . ,wn } ∈ Rn, alle wi > 0, M ∈ R
• Gesucht: Alle Teilmengen U ⊆W mit

∑
w∈U = M

• Zustandsraum Z = { 0, 1 }n repräsentiert alle Teilmengen von W
• Was ist eine gute Beschränkungsfunktion?

I Sei x1, . . . , xk−1 die Folge der Kantenmarkierungen
I Die Entscheidung für xk steht an

Prof. Dr. Majster-Cederbaum

Gesucht ist eine Beschränkungsfunktion, um die Anzahl der zu betrachtenden Teil-
mengen möglichst klein zu halten.
Sei x[1]x[2] . . . x[k− 1] die Folge der Kantenmarkierungen entlang eines Weges und
es stehe die Entscheidung für x[k] an, d.h.

x[1]

x[k − 1]

x[k] = 0 x[k] = 1

1. Ansatz: für k < n sei

Bk(x[1], . . . , x[k]) = true⇔
(

k∑

i=1

wix[i] +

n∑

i=k+1

wi

)
≥M

denn wenn man nach der Entscheidung für x[k] alle x[i] für wi mit k < i ≤ n
zu 1 setzt und in der Summe < M bleibt, so kann x[1], . . . , x[k] nicht zu einer
Lösung führen.

2. Verbesserung:

Wir nehmen an w1 ≤ w2 ≤ · · · ≤ wn, dann kann x[1], . . . , x[k] zu keinem
Lösungsknoten führen, wenn

k∑

i=1

wix[i] + wk+1 > M

denn wenn man x[k + 1] = 1 setzt überschreitet man den Wert M und da
wj ≥ wk+1 für j > k + 1, gilt dies auch für j > k + 1.

Es ergibt sich eine neue Beschränkungsfunktion: für k < n sei

Bk(x[1], . . . , x[k]) = true ⇔
(

k∑

i=1

wix[i] +
n∑

i=k+1

wi

)
≥M

∧
(

k∑

i=1

wix[i] + wk+1

)
≤M

Insbesondere gilt für x[k] = 1, wenn Bk−1(x[1], . . . , x[k − 1]) = true galt, dass

k∑

i=1

wix[i] +
n∑

i=k+1

wi ≥M
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Beschränkungsfunktion (1)

• Ansatz

B(x1, . . . , xk) = true ⇔
k∑

i=1

wixi +
n∑

i=k+1

wi ≥ M

• Beschränkt, wenn alle verbleibenden Gewichte nicht ausreichen,
um Gewicht M zu erreichen
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Beschränkungsfunktion (2)

• Das lässt sich verbessern

• Seien oBda die Gewichte absteigend sortiert, w1 ≤ · · · ≤ wn

• Dann kann x1, . . . , xk zu keiner Lösung führen, wenn

k∑

i=1

wixi + wk+1 > M,

denn dann überschreitet man selbst mit dem kleinsten noch
verfügbaren Gewicht die Schranke M

• Somit

B(x1, . . . , xk) = true ⇔
k∑

i=1

wixi +
n∑

i=k+1

wi ≥ M

∧
k∑

i=1

wixi + wk+1 ≤ M
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Pseudo-Code

• Seien w1, . . . ,wn und x1, . . . , xn globale Variablen
• oBdA w1 ≤ . . . ≤ wn und w1 ≤ M
• Sei s =

∑k−1
i=1 wixi und r =

∑n
i=k xi

• Aufruf mit Subset-Sum(0, 1,
∑n

i=1 wi )

Subset-Sum(s, k, r)
1: xk ← 1
2: if s + wk = M
3: Print {wi | 1 ≤ i ≤ k , xi = 1 }
4: else if s + wk + wk+1 ≤ M // s + r ≥ M known true
5: Subset-Sum(s + wk︸ ︷︷ ︸

<M

, k + 1, r − wk︸ ︷︷ ︸
>0

)

6: if s + r − wk ≥ M and s + wk+1 ≤ M
7: xk ← 0
8: Subset-Sum( s︸︷︷︸

<M

, k + 1, r − wk︸ ︷︷ ︸
>0

)
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Diskussion

• Abbruch der Rekursion ist gesichert, da in jedem Aufruf r 6= 0
und somit r =

∑n
i=k wi 6= 0 und somit k ≤ n

• Beispiel
I w = { 5, 10, 12, 13, 15, 18 }
I M = 30

s k r x xk
0 1 73 1
5 2 68 1 1

15 3 58 1,1 1
15 3 58 1,1 0
15 4 46 1,1,0 1
15 4 46 1,1,0 0
15 5 33 1,1,0,0 1 → Ausgabe { 5, 10, 15 }
15 5 33 1,1,0,0 0
5 2 68 1 0
5 3 58 1,0 1

17 4 46 1,0,1 1 → Ausgabe { 5, 12, 13 }
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Outline

1. Suchbäume

2. Backtracking

3. Memoization

4. Branch-and-Bound
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Memoization

• Manchmal kann man einen Zustand durch verschiedene Tupel
beschreiben

• z.B. Teilsummenproblem (naiv)
I w = { 1, 3, 13, 7 }, M = 20
I Tupel = Folge von ausgewählten Gewichten
I Dann (1, 7) ≡ (7, 1)

• Das ist problematisch für die Suche
I Zustände werden ggf. wiederholt abgearbeitet → Effizienz sinkt
I Manchmal: beliebig lange Tupel möglich → Backtracking

terminiert ggf. nicht

• Was kann man tun?
1. Suchraum (und somit Tupel) anpassen
→ Gut (siehe Teilsummenproblem), aber nicht immer möglich

2. Memoization
→ Bereits abgearbeitete Zustände merken und Lösung bei Wieder-

auffinden nachschlagen

• Beispiel: Counterfeit Coin Problem
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Counterfeit Coin Problem

• Gegeben: 12 Münzen, 11 mit gleichem Gewicht, eine verschieden

• Verfügbar: Eine Balkenwaage

• Gesucht: Die Münze mit dem verschiedenen Gewicht
I Einfache Lösung: ≤ n Messungen (wie?)

• Gesucht: Optimale Strategie, d.h. minimale Anzahl von
Messungen
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Zustandsraum (1)

• Wie können wir unser Wissen aus bisherigen Messungen
repräsentieren? D.h. wie können wir die Menge der möglichen
Lösungen beschreiben?

• Wir wiegen M1 und M2, Rest ist M3

• Wenn w(M1) < w(M2)
I M1 enthält gefälschte Münze, wenn diese zu leicht ist
I M2 enthält gefälschte Münze, wenn diese zu schwer ist
I M3 enthält nur echte Münzen

• Wenn w(M1) = w(M2)
I M1 und M2 enthalten nur echte Münzen
I M3 enthält gefälschte Münze

• Wenn w(M1) > w(M2)
I M1 enthält gefälschte Münze, wenn diese zu schwer ist
I M2 enthält gefälschte Münze, wenn diese zu leicht ist
I M3 enthält nur echte Münzen
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Zustandsraum (2)

• Die Münzen lassen sich somit partitionieren
I L: Menge der Münzen, die möglicherweise zu leicht sind
→ Nur in unbalancierten Messungen und immer auf leichter Seite

I H: Menge der Münzen, die möglicherweise zu schwer sind
→ Nur in unbalancierten Messungen und immer auf schwerer Seite

I R: Menge der echten Münzen
→ In einer balancierten Messung oder nicht in einer unbalancierten

Messung verwendet oder sowohl auf leichterer und schwererer
Seite aufgefunden

I C : Menge, die gefälschte Münze enthält
→ Alle anderen Münzen

• Nach jeder beliebigen Folge von Messungen sind diese Mengen
eindeutig bestimmt

• Lösung gefunden wenn |L ∪ H ∪ C | = 1
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Zustandsraum (3)

• Uns soll vorerst nur die minimale Anzahl der Messungen
interessieren

• Dann merken wir uns nur die Größen der Mengen: [l , h, c , r ]

• In jedem Schritt teilen wir die Münzen auf
I Linke Waagschale: m1 = l1 + h1 + c1 + r1
I Rechte Waagschale: m2 = l2 + h2 + c2 + r2
I m1 = m2 > 0
I min(r1, r2) = 0
I (l1, h1, c1, r1) + (l2, h2, c2, r2) ≤ (l , h, c , r)

• Nach Ausgang
I Wenn < → [l1 + c1, h2 + c2, 0, r + l2 + h1 + c − c1 − c2]
I Wenn = → [l − l1 − l2, h − h1 − h2, c − c1 − c2, r + m1 + m2]
I Wenn > → [l2 + c2, h1 + c1, 0, r + l1 + h2 + c − c1 − c2]
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Zustandsbaum (1)

• Mit diesem Wissen können wir jetzt einen Zustandsbaum
aufbauen
I Blätter entsprechen Lösungen
I Innere Knoten entsprechend entweder einem Zustand oder einer

Messung (alternierend)

• Beispiel (n = 4)
I Kinder der Wurzel [0, 0, 4, 0]

1. Jeweils eine Münze: Vergleiche (0, 0, 1, 0) mit (0, 0, 1, 0)
2. Jeweils zwei Münzen: Vergleiche (0, 0, 2, 0) mit (0, 0, 2, 0)

I Kinder von (1)
I <: Zustand [1, 1, 0, 2]
I =: Zustand [0, 0, 2, 2]
I >: Zustand [1, 1, 0, 2] → Wiederholter Zustand

I Kinder von (2)
I <: Zustand [2, 2, 0, 0]
I =: nicht möglich
I >: Zustand [2, 2, 0, 0] → Wiederholter Zustand
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Zustandsbaum (2)

• Wir haben gesehen: Mehrere Folgen von Messungen können zu
dem gleichen Ergebnis führen

• Außerdem: Endlose Vergleiche möglich
I Betrachte Zustand (2, 2, 0, 0)
I Und die Messung (2, 0, 0, 0) und (0, 2, 0, 0)
→ Wir legen die potentiell leichten Münzen in die eine, die potentiell

schweren Münzen in die andere Waagschale
I Dadurch lernen wir nichts neues: Folgezustand ist [2, 2, 0, 0]

• Memoization hilft hier
I Wir merken uns alle schon entdeckten Zustände und ihre Position

im Baum
I Wenn wir einen Zustand wiederholt erreichen, bearbeiten wir ihn

nicht erneut sondern markieren ihn als “wiederholt”
I Teilbaum des wiederholten Zustands wird durch gemerkten

Repräsentanten beschrieben
I Somit: Jedes Teilproblem nur einmal gelöst
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Vom Zustandsbaum zur Lösung (1)

• Was nützt uns der vollständig berechnete Suchbaum?

• Idee: Wir markieren jeden Zustand mit der Anzahl der
Messungen, die im ungünstigsten Fall noch zur Lösung
notwendig sind = Kosten

• Das können wir in Bottom-Up tun
I Blätter sind gelöst (0)
I Vergleichsknoten: Alle Teilprobleme müssen gelöst werden

I Im Worst Case ist das Messergebnis der Sohn mit den höchsten
Kosten

I Also: Markieren mit dem Maximum seiner Söhne. . .
I . . . plus eins für den Vergleichsknoten selbst

I Zustandsknoten
I Wir können einen geeigneten Sohn (=Vergleich) wählen
I Wir wählen den Vergleich mit den minimalen Kosten
I Also: Wir markieren den Knoten mit dem Minimum seiner Söhne
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Vom Zustandsbaum zur Lösung (2)

• Nach Kostenberechnung ist die Wurzel mit der maximal
notwendigen Anzahl Messungen markiert

• Welche Messungen führt man für eine Instanz durch?

1. Suchbaum zum Entscheidungsbaum umwandeln
→ Sohn jedes Zustandsknotens ist dann nur der Vergleich mit den

minimalen Kosten
2. Für gegebene Instanz die Mengen L, H, C , und R explizit warten

und Aufbau der nächsten Messung jeweils im Entscheidungsbaum
nachschlagen (basierend auf |L|, |H|, |C |, |R|)

• Siehe DEMO
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Outline

1. Suchbäume

2. Backtracking

3. Memoization

4. Branch-and-Bound
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